Dumlupinar Universitesi
Say1: 25

Sosyal Bilimler Dergisi
Aralik 2009

Bir Cok Boyutlu Olgekleme Teknigi Olarak Torgersen Ol¢ekleme Yontemi ve
Temel Bilesenler Analizi ile Karsilastirmasi

Ulas AKKUCUK!

Ozet:Pazarlama bilim dalinda algisal haritalama, tiiketicilerin gesitli markalar1 nasil gordiiklerini iki-boyutlu diizleme
yansitmak icin kullanilmaktadir. Bu algisal haritalama yontemlerinden en onemlisi de ¢ok boyutlu &lgekleme
teknigidir (kisaca MDS). Cok boyutlu 6lgekleme iglemi, en basit tanimiyla, markalar (veya bilim dalina gére farklt
nesneler de olabilir) arasindaki algilanan farklari girdi olarak alip, bu fark bilgisini cesitli boyutta (marka/nesne
sayisindan kiigiik olmak iizere) haritalama islemidir. Olcekleme islemi i¢in mevcut onlarca algoritma bulunmasina
ragmen en eskilerinden biri Torgerson’un, “Klasik Olcekleme” olarak da bilinen 6lgekleme teknigidir (Torgerson,
1958). Bu caligmanin en énemli amaci bu teknigin matematiksel temellerini tanitmak ve sik¢a kullanilan bir bagka
teknik olan temel bilesenler analizi (PCA) ile benzerliklerini ve farklarini agiklamak olacaktir. Ayrica ikinci bir amag
ta bu tekniklerin kullanimini 6rnekler ile agiklayip, bir agik kaynak istatistik yazilimi olan “R” programi ile makalede
anlatilan tekniklerin nasil uygulanacagini géstermektir.

Anahtar Kelimeler: Cok boyutlu 6l¢ekleme, Torgerson, Temel Bilesenler Analizi, R Yazilimi

Torgersen Scaling as a Multidimensional Scaling Method and Comparison with
Principle Components Analysis

Abstract:In the field of marketing, perceptual mapping is used to reflect how customers visualize different brands
onto the two-dimensional plane. One of the most important techniques used in perceptual mapping is
Multidimensional Scaling (MDS for short). Multidimensional scaling, in its simplest definition, takes as input the
perceived differences between brands (or other objects in other scientific disciplines) and maps this dissimilarity
information in different dimensionalities (but less than the number of objects/brands). Although there are tens of
different scaling techniques, one of the oldest is Torgerson’s Scaling, also known as “Classical MDS” (Torgerson,
1958). The main aim of this paper is to show the mathematical principles behind this scaling technique and explain
the similarities and differences with Principle Components Analysis (PCA). In addition to this, a secondary aim is to
illustrate the techniques with some examples and demonstrate the application of the techniques in the paper by the
open source statistical software “R”.
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GIiRiS

Farklilastirma ve konumlandirma stratejilerini olusturmaya calisan pazarlamacilarin birgogu, kendi markalarmin
diger markalara goreceli olarak miisterilerin goziinde nasil bir yere oturdugunu gérmek amaciyla algisal haritalar
kullanirlar (Kotler ve Armstrong, 2008). Algisal haritalar bir grafik {izerinde (genelde iki boyutlu) gesitli markalarmn x
ve y eksenlerinde belirtilen iki 6zellige/degiskene gore nasil ayrildiklarini gésterir. Bu haritada birbirine benzeyen
markalar yakin, benzemeyen markalar ise uzak bir noktada konumlanacaktir.

Algisal harita yapmanin ¢esitlli yontemleri vardir. Bir yontem ozellige dayali algisal haritalamadir. En basit haliyle,
higbir matematiksel yontem kullanmadan, belirlenmis iki 6zellik x ve y eksenlerinde gosterilerek iiriinlerin algisal
haritas1 yapilabilir. Ornegin cesitli otomobil modelleri icin beygir giicii x ekseninde fiyat y ekseninde gosterilerek bir
harita ¢ikarilabilir. Bu iki degisken, algilanan iki degisken de olabilir, 6rnegin, markalarin miisteriler tarafindan
algilanan rahathigr ve algilanan prestiji. Ozellige dayali algisal haritalamada, gok fazla 6zellik ya da degisken
mevcutsa bu degiskenlerin az boyuta indirilmesi sirasinda hangi degiskenlerin kullanilacag: problemi ortaya ¢ikar. Bu
problem de Temel Bilesenler Analizi (Principle Components Analysis - PCA) ile mevcut degiskenlerin bir dogrusal
fonksiyonu olan birbirinden bagimsiz baska degiskenler bulunmasi yoluyla giderilebilir. Bu yeni bagimsiz
degiskenlerin birkag tanesi orijinal veri setindekindeki degiskenligin biiyiik kismini agiklayacaktir. Bu durumda
ortaya ¢ikacak ve algisal haritada kullanilacak yeni degiskenlerin yorumu ilk durum kadar basit degildir. Ancak yeni
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degiskenlerin orijinal degiskenlerle olan korelasyonlarint hesaplayarak yorumda kolaylik saglanabilir. Degiskenlerin
nicel degil de nitel olmalart durumunda ise haritalama i¢in farkli yontemler kullanilabilir. En 6nemli yontem
uygunluk analizi ya da uyum analizi olarak bilinen yontemdir (Greenacre, 2007; Suner ve Celikoglu, 2008; Uzgdren,
2007).

Ozellige dayali algisal haritalamaya alternatif ise benzerlige dayali algisal haritalamadir. Bu durumda markalarin
birbirine ne kadar benzedikleri (ya da ne kadar ayrildiklari) tiiketicilere sorulur. Elde edilen bu benzerlik bilgisi
(benzerlik ya da ayrilik halinde olabilir®) ise Cok Boyutlu Olgekleme (MDS) yéntemleri ile az boyutlu uzayda bir
harita ile gorsellestirilir. MDS temel mantigi benzerlik bilgisini kullanarak algisal haritalama yapmak ise de,
zelliklerden benzerlik bilgisi tiireterek (6rnegin bu &zellikleri kullanarak iki marka arasindaki Oklid mesafesini
hesaplamak) de MDS analizi gergeklestirilebilir. Tablo 1 ve Tablo 2 ézellige dayali ve benzerlige dayali yontemlerin
veri girdisini karsilastirmaktadir. Bu iki tabloda verilen 6rneklerde tamamen hayal {irlinii bes bilgisayar markasi
kullanilmaktadir. Tablolardaki rakamlar rasgele secilmistir. Tiiketicilerin cevaplamasi gereken toplam soru sayisi
kullanilan &zellik sayisina ve marka sayisia baghidir. Ozellige dayali metot, her bir tiiketiciden, n marka ve p 6zellik
icin n x p kadar veriye ihtiya¢ duyarken benzerlige dayali sistem n(n-1)/2 kadar veriye ihtiyag duyar.

Tablo1: C1 ile C5 olarak belirtilen bes bilgisayar markasini tiiketiciler, {i¢ 6zellik lizerinden 1-7 rakamlari arasinda
degerlendirmislerdir, bunlar kolay kurum, hiz, agirlik. Bu tabloya tiiketicilerin ortalama degerlendirmelerinin
konuldugunu varsayalim.

Kolay Kurulum Hiz Agirlik
Cl1 5 2 7
C2 3 5 6
C3 4 4 5
C4 7 2 4
C5 1 1 3

Tablo2: Bu tabloda miisterilere bes bilgisayar markasi ile olusturulabilecek tiim olasi giftler verilmis ve genel
anlamda ne kadar benzediklerini 1-7 aras1 (7 ¢ok benzer 1 az benzer olmak iizere) bir rakamla belirtmeleri istenmistir.
Goriildiigii gibi bu tablonun bir satir ve bir siitunu fazladir.

Cl | C2|C3|C4]|C5
Cl1 7 1 5 4
C2 4 3 2
C3 1 2
C4 7
C5

COK BOYUTLU OLCEKLEME VE TEMEL ESASLARI

Cok boyutlu dlgekleme (kisaca MDS) analizi temel girdi olarak n(n-1)/2 adet benzerlik/ayrilik bilgisini alir ve bu
bilgiyi az boyutlu uzayda en iyi sekilde temsil etmeye caligir. Veri ihtiyact marka sayisinin karesine orantili
arttiindan n arttikga ¢ok yiliksek rakamlara ulagabilir. Sekil 1°de bu artig grafik olarak gosterilmistir. Burada da
gOriildiigi tizere 10 markadan sonra veri ihtiyaci 50’nin iistiine, 20°den sonra ise 200’{lin iistiine ¢ikmaktadir. Aslinda
daha az veri ile istenilen 6lgekleme miimkiin olabilir. Bunun i¢in eksik verileri tahmin igin 6zel bir prosediirii bulunan
bir MDS programi kullamilabilir (Winsberg vd., 2003) ya da eksik veriler MDS programi &ncesinde ¢oklu atif
(multiple imputation) gibi bir teknik uygulanarak tamamlanabilir (Rubin, 1987).

% Burada benzerlik ingilizce “similarity”, ayrilik ise Ingilizce “dissimilarity” kelimelerinin karsiliklar1 olarak
kullanilmaktadir.
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Sekil 1: Marka/nesne sayisina gore degerlendirme miktarindaki artis

Cok boyutlu 6l¢ekleme denildigi zaman dogrusal regresyon gibi tek bir teknik anlagilmamalidir. Dogrusal regresyon
denildiginde herkesin anladigi uzun yillardir kabul gérmiis en kiigiik kareler yontemi ile, bagimli bir degisken ve
bagimsiz degiskenlerin arasinda bir iligki bulan, ve matematiksel formiilasyonu belli olan bir yontem anlagilir. MDS
teknigi icin ise seneler i¢cinde onlarca degisik algoritma gelistirilmistir. Bunlarin bir kismimin veri girdisi bile farklidir.
Temelde birgok MDS algoritmasi, girilen benzerlik verileri ile sonug olarak ortaya ¢ikan haritadaki koordinatlar
arasindaki uyumu belirten bir “uyum fonksiyonunu” sayisal optimizasyon yontemleri ile minimize etmeye galisir.
Algoritmalar kullanilan uyum fonksiyonuna ve de eniyileme (optimizasyon) yontemine gore birbirinden farklilasirlar.
Ayrica kullanilan eniyileme yontemi farkli baglangi¢c noktalart igin farkli sonuglar verebilir. Bu probleme yerel
minimum problemi denir. Gergek global minimumu bulmak i¢in programlar: farkli rasgele baslangi¢ noktalarindan
baslatmak gerekebilir. Bu makalede anlatilacak Torgerson teknigini diger algoritmalardan ayiran en 6nemli nokta
yontemin matematiksel temeli olmasi (tekil deger ayristirmasi — singular value decomposition SVD) ve farkli
baslangi¢ noktalarma gerek duymamasidir. Ayrica eniyileme algoritmalari igin bastan belirtilmesi gereken
parametreler (6rnegin yineleme sayisi, adim biiyiikliigli, sonlanma kriterleri gibi) Torgersen yonteminde kullanilmaz
(Borg ve Groenen, 2005; Cox ve Cox, 2001).

KLASIK TORGERSON COK BOYUTLU OLCEKLEME TEKNIiGi

Kisaca “CMDS” olarak da bilinen klasik ¢ok boyutlu &lgekleme teknigi, temelleri Young ve Householder’in
ayrigtirma teknigine (Young ve Householder, 1938) kadar gitse de ilk defa 1958 yilinda Warren Torgerson tarafindan
ortaya atilmistir. Giinlimiizde bu kadar ¢ok dlgekleme algoritmasi bulunsa da, yaygin kullanilan istatistiki paketlere
giren MDS uygulamalarinda CMDS uygulamasini bulmak miimkiin degildir. Omegin SPSS paketinde bulunan
ALSCAL ve PROXSCAL segeneklerinde Torgersen algoritmas: ancak minimizasyon algoritmasmin baglangig
noktasi opsiyonu olarak verilmektedir.

CMDS uygulamak igin en basta girdi olarak » nesnenin birbirlerinden ne kadar uzak oldugunu gosteren n x n bir
ayrilik matrisi gerekir. Ayrilik bilgisi yerine benzerlik bilgisi varsa, benzerlik bilgisi ayrilik bilgisine doniistiiriilmesi
gerekir. Bu ise dlgegi tersine cevirerek miimkiin olur. Ornegin Tablo 2’deki benzerlik verileri, dlcekte 7-1, 6-2, 5-3,
4-4, 3-5, 2-6 ve 1-7 doniistimii yapilarak ayrilik verisine doniistiiriilebilir.

CMDS Algoritmasinin Matematiksel Esaslart
CMDS yo6nteminin en 6nemli ve temel varsayimi, bu # X n matriste bulunan ayrilik bilgisinin nesnelerin az boyutlu

uzaydaki haritadaki konumlar1 arasindaki uzakliga dogru orantili oldugudur (Lattin vd., 2003). Matris simetriktir ve
kosegen 6geleri sifirdir. Aslinda matris simetrik oldugundan sadece kdsegenin iistiindeki ya da altindaki kisim yeterli
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bilgiyi icerir. Bu tiir yarim matrislere iist kogegen (upper diagonal) ya da alt kdsegen (lower diagonal) da denir. MDS
uygulamalarinda ender olarak simetrik olmayan ayrilik bilgisine de rastlanabilir. Bu durumda dahi ortalama alarak
matrisi simetrik hale getirmek miimkiindiir. Bu matrise A dersek asagidaki gibi gosterilebilir.

i 0 512 51,1
o, O

A= 0 ,5,=6, (1)
_5711 0 i

Bu matristeki ayrilik verilerini mutlak uzaklik verisine doniistiirmek i¢in belirlenecek bir katsayiy1 eklemek gerekir.
Bu katsay1y1 bulmak i¢in bir¢ok yontem bulunmakla beraber Torgersen’in 6nerdigi (1958) ve “tek-boyutlu altuzay”
(one-dimensional subspace) yontemi bunlar arasinda en iyisidir (Lattin vd., 2003). Bu ydnteme gore, ayrilik
verilerine 2. denklemdeki gibi bulunan sabit bir katsay1 eklenir, dyle ki bu katsay1 eklenince ayrilik verileri 4.
denklemde gosterilen liggen esitsizligini saglarlar. Asagidaki denklemlerde bu islem &zetlenmistir.

c= ma}g;(é‘y — 6y — 5jk) 2
i,

d; =6, +c 3)

dl-j < dik + djk biitlin 7, j ve k Ggliileri igin saglanir 4

Bu noktada A matrisinden tiggen esitsizligini saglayan D matrisini elde etmis oluyoruz. CMDS’te bir sonraki asama
bu D matrisinden, iizerine tekil deger ayristirmasi uygulanacak B matrisini bulmak olacaktir. Bunun i¢in D? matrisine
oncelikle “gifte ortalama” (double centering) olarak adlandirilan islemi yapmak gerekmektedir. Cifte ortalama islemi
icin matrisin her 6gesinden satir ortalamasini, ve siitun ortalamasini ¢ikarip, genel ortalamay1 eklemek gerekir. B
matrisini elde etmek igin D* matrisini gifte ortalayip 6gelerini -1/2 ile carpmak gerekir. Denklem 5’te D matrisinin
ogelerinden B’yi elde etmek i¢in yapilan islem 6zetlenmektedir.

1 lwd 1wd 1 d’,
b, =—— 2 + — 4= J J 5
e =Ty 2;,1 12 2;;—,12 ©)

B matrisinin temel 6zelligi, bu matrisin bulmak istedigimiz koordinat degerlerini igeren matrislerin i¢ carpimi
olmasidir. Yani B = X X' olarak ifade edilebilir. Bu gercegin matematiksel ve geometrik olarak ¢ikarimi Torgerson
(1958) ve Carrol ve Chang (1970) tarafindan ayrintili bigimde verilmistir. Olgeklemenin son asamasi ise bu B
matrisine tekil deger ayristirmasi (SVD) uygulamak olacaktir. Bu adim ayrica bir sonraki boliimde anlatilacak olan
temel bilesenler analizi ile CMDS’in benzer oldugu bir adimdir. Tekil deger ayristirmas: yapilan simetrik bir matris
asagidaki gibi ifade edilebilir.

B = UAU’ ya da (6)
B=UA"AY U %
X X'

Burada U 6zvektorleri igeren bir matris ve A kdsegen 6geleri biiyiikten kiisiige dogru siralanmis olan 6zdegerler olan
matristir. 7. denklemde goriildiigii gibi aradigimiz koordinatlari iceren X matrisinin bir siitunu (yani o siituna denk
gelen boyutun koordinatlart) ilgili 6zvektoriin, karsilik gelen 6zdegerin karekokil ile carpilmasiyla bulunur.
Ozdegerler, B matrisinin kesin arti (positive definite) olmas1 durumunda pozitif olacaktir. B matrisinin kesin art1
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olmasi 2. denklemde bulunan ¢ katsayisinin ayrilik degerlerine eklenmesi durumunda saglanacaktir. Ya da eger
CMDS girdisi gergekten (6rnegin 2-boyutlu uzaydan hesaplanan) Oklid mesafe degerleri ise zaten bu ¢ katsayisi sifir
cikacaktir ve B kesin art1 olacaktir. Zaten bu durumda CMDS uygulamak gereksizdir ¢iinkii baglanilan koordinatlara
geri doniilecektir. Yanliz uygulanan sayisal yontemler (6rnegin Ozdegerleri ¢ikarmak igin uygulanan “power
method”) ve yuvarlama hatalar1 bunu miimkiin kilmaz. Idealde 2-boyutlu (ya da herhangi bir p-boyutlu) uzaydan
mesafe hesaplanmigsa ilk 2 (ya da p) 6zdeger ¢ok biiyiik geri kalan ise ¢ok kiiciik veya sifir ¢ikar. B matrisi kesin art1
degilse, baz1 6zdegerler negatif ¢ikabilir ki bu da koordinatlar1 hesaplarken karmagsik sayilar kullanmay1 gerektirir.
Ama genelde pozitif olan 6zdegerler digerlerine oranla ¢ok biiyiik olacaktir ki bu da bir sonraki béliimde anlatilacak
olan boyutsalligin bulunmasi konusunda kullanilan bir gergektir.

Boyutsalligin Belirlenmesi

CMDS’te ve genelde MDS algoritmalarinda bir 6nemli problem de dogru boyutsalligin ne oldugudur. Sadece ayrilik
ya da benzerlik verileriyle ise baslanildig1 i¢in yapilacak algisal haritada ka¢ boyutun kullanilacagi hangilerinin
onemli oldugu analiz i¢in onem tasimaktadir. CMDS sonuglarma gore 6zdegerleri kullanarak bu boyutsalligi
belirlemek miimkiindiir. Daha &nce de belirtildigi gibi en miilkemmel durumda, A matrisi gercek Oklid
mesafelerinden olusuyorsa, Oklid mesafelerinin hesaplandigi koordinatlarin boyutsalligi ne ise o kadar 6zdeger
pozitif digerleri sifir ¢itkmalidir (ya da pozitif 6zdegerlere gore cok kiigiik ¢ikmalidir). Bu yoldan hareketle
6zdegerlerinin bilylikliigiinii kullanarak herhangi bir boyutsallik i¢in bazi uyum katsayilari (Goodness of Fit - GOF)
gelistirilmistir. Ozdegerlerin sadece grafigine bakmak da yeterli olabilir ama bu uyum indisleri bize sayisal bazi
temeller saglar. Mardia (1979) tarafindan onerilen iki kriterde 6zdegerlerin mutlak degerleri ve kareleri kullanilir.
Buna gore & boyutsalligi i¢in uyum orani agagidaki iki sekilde bulunabilir.

k k )
Sal o 3

= veya
y n

Sl 37

i=1

®)

8. denklemdeki katsayilar en fazla 1 degerini alabilirler bu da boyutsalligin nesne sayisina esit olmast durumunda
gerceklesir. 0.80 genelde iyi bir uyum igin yeterli sayilir (Everitt ve Hothorn, 2006). Tabii CMDS ve diger veri
analizi tekniklerinin temel amaci verilerin az boyutlu uzayda temsil edilmesi olduguna gére boyutsalligin nesne
sayisina yakin olmasi zaten ideal degildir. Ancak bu katsayilar bize boyutsallik arttik¢a eklenen ilave boyutlarin bize
ne kadar kazang getirdigini gostermesi bakimindan énemlidir. Omegin 2 boyutta 0.80 olan uyum oram 3. boyut
eklenince 0.82 oluyorsa bu ¢ok da 6nemli bir kazang olmayabilir. Burada boyutsallik belirlenmesi, PCA analizinde
kullanilan “Scree” testi ile oldukca benzerlik tasir. Sibson (1979) tarafindan 6nerilen 2 farkl kriter daha vardir:

1. Iz Kriteri: Pozitif 6zdegerlerin toplami, toplam o6zdegerlerin toplamma esit olacak sekilde boyutsallik
secilmelidir.Bu kriter tabii ki baz1 6zdegerlerin negatif olmast durumunda ise yarar yoksa uygulanamaz.

2. Biiyiikliik Kriteri: Mutlak deger olarak en biiyiik negatif 6zdegerden 6nemli dl¢iide biiyiik olan pozitif 6zdegerlerin
sayisina esit olan boyutsallik se¢ilmelidir.

Boyutsallig1 belirlerken elbette matematiksel hesaplamalardan ote, elde ettigimiz algisal haritalarin yorumlanabilir
olmasi da dnemlidir. Boyutsallik biiyiik de olsa (6rnegin 8) her boyut bize nesneler arasinda anlamli bazi 6zellikleri
belirtiyor olabilir. Ama O6rnegin 8-boyutlu bir haritayr gorsellestirmek miimkiin olmadigi i¢in 2-boyutlu tiim
kombinasyonlarini alarak, 28 ayr1 harita yapmak gerekir ki bu da ¢ok fazla olacaktir. Dolayistyla basitlik ile uyum
orani arasinda bir 6denisim bulunmaktadir ve analiz yapan kisinin tecriibesi ve deneyimi burada 6nem tasir.

TEMEL BiLESENLER ANALIZi (PCA)

Temel bilesenler analizi ya da ana bilesenler analizi olarak bilinen, ve Ingilizce Principle Components Analysis
kelimelerinin bas harflerinden esinlenerek PCA olarak kisaltilan (bu makalede de PCA olarak kisaltilacaktir) analizin
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amact ¢cok boyutlu veriyi az boyutlu uzaya, bilgiyi en az derecede kaybedecek sekilde yansitmak olarak 6zetlenebilir.
Faktor analizi ile benzerlikleri olsa da tam olarak ayni analiz degildir ve 6nemli farklar1 vardir (Albayrak, 2006).
Temel bilesenler analizinin temel girdisi n x p bir veri matrisidir (Tablo 1’de gdsterilen matris buna 6rnektir). Burada
genelde n gozlem sayisini p ise degisken sayisini belirtir ve genelde sosyal bilimler aragtirmalarinda »’in p’den ¢ok
biiyiik oldugu gézlemlenmektedir.

Temel bilesenler analizinin ¢iktisi, girilen p degiskenden, en fazla p sayida (ama daha az da olabilir) “temel bilesen”
(Principle Component ya da PC) elde etmektir. Bu temel bilesenler p degiskenin dogrusal bir fonksiyonu olacak ve
birbirleriyle ilintisiz (uncorrelated) olacaktir. Ayrica ilk temel bilesenden baslayarak sonuncusuna dogru veri igindeki
degiskenligi aciklama orani biiyiikten kiigiige dogru gidecektir. Temel bilesenler analizi yoluyla toplam degiskenligin
6nemli bir kismi birkag temel bilesenle agiklanabilir. Bunun yaninda algisal haritalama agisindan ilging bir sonug da
mevcuttur. Buna gore az-boyutlu uzaydaki temel bilesenler cinsinden nesneler arasinda Oklid mesafelerinin karesi
hesaplamrsa, bu karelerin, orijinal ¢ok-boyutlu verideki nesneler arasindaki Oklid mesafelerinin kareleri ile
aralarindaki fark en az olacaktir. Matematiksel terimler ile 9. denklemde verilen ifadeyi herhangi bir boyutsallik i¢in
minimize eden temel bilesenlerdir.

n

Y >d;-d;) ©)

i=1 j=I

A

Burada d Uz az-boyutlu uzayda temel bilesenler ile hesaplanan mesafeleri, d % ise cok-boyutlu orijinal uzayda

if
nesneler arasindaki mesafeyi belirtmektedir. Bu unsur aslinda CMDS ile PCA arasindaki 6nemli benzerliklerden de
bir tanesidir, ve PCA ydntemini de algisal haritalamada kullanilabilecek bir yontem olmasina saglam matematiksel
bir gerekge saglar.

Matematiksel Temeller

flk temel bilesen vektoriine z, ilk temel bilesen belirlenirken kullanilacak katsay1 vektoriine u dersek, elde ettigimiz
ilk temel bilesen orijinal degiskenlerimizi tastyan n x p X matrisi cinsinden sdyle ifade edilebilir

z=Xu (10)

Burada elde etmek istedigimiz sonug¢ z vektoriindeki degiskenligi (varyanst) maksimize edecek sekilde u vektoriinii
bulmaktir. Burada iki problem dikkat ¢ekicidir: (1) u vektoriindeki degerleri ¢ok biiyiik segerek varyansi sonsuza
dogru bilylitmet miimkiin olacaktir dolayisiyla w vektoriine kisit koymak gerekmektedir, (2) X matrisindeki
degiskenler ¢ok degisik Olceklerde olabilirler ve de ortalamalari ¢ok farkli olabilir bu da z’deki varyansi farkli
degiskenlerin farkli oranda etkilemesine sebep olabilir. 1. problemin ¢6ziimii u vektdriiniin birim uzunluga
getirilmesiyle ¢oziiliir, dolayisiyla u'u = 1 kisit1 ile bu sorunu gidermek miimkiindiir. 2. soruna iki degisik bakis acis1
vardir. Birincisi, X matrisini siitun toplamlar1 0 olacak sekilde ortalamak, yani degigkenlerin her birinden siitun
ortalama degerlerini ¢ikarmaktir. Bu yontemle yapilan PCA analizine “kovaryans” matrisi lizerine yapilan PCA
analizi denmektedir. Bu makalede anlatilacak yontemde ise, X matrisi standardize edilmektedir, yani her degisken
hem toplam1 0, hem de karelerinin toplami 1 olacak sekilde doniistiiriilmektedir. Bunun yontemi ortalanmig
degiskenleri standart sapmalara bolmektir. Bu sekilde yapilan PCA analizine ise “korelasyon” matrisi kullanarak
yapilan PCA denmektedir.

Bu noktadan sonra artik X matrisinin standardize oldugunu varsayacagiz. 10. denklemde buldugumuz temel bilesenin
varyansi 1/(n-1) u'XX'u olacaktir. Ancak X standardize oldugundan 1/(n-1)X'X korelasyon matrisi R ile aynidir.
Sonugta ilk temel bileseni bulma problemi su sekilde yazilabilir: u vektoriinii u'Ru ile belirtilen varyansi maksimize
edecek sekilde ve u'u =1 olacak sekilde belirle. Bundan sonraki temel bilesenleri bulmak i¢in de bu temel bilesen
vektoriiniin ilk bulunanlarla ilintisiz olmasi kisit1 getirilir ve ayrica ilk bilesen tarafindan agiklanan varyans 6zel bir
yontemle matristen ¢ikartilir. Bu islem son bileseni bulana kadar devam eder.
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Bu problemin ¢6zlimii, fazla teknik detaylara girmeden, R matrisinin 6zdeger 6zvektor ayristirmasidir (tekil deger
ayristirmasi). 6. denkleme benzeyen bir sekilde simetrik bir matris olan R matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri bulunur
(bu islemde cesitli sayisal yontemler kullanilir, kapali ¢ozlimii 2 boyut ve 3 boyut icin kolay olsa da digerleri i¢in
oldukea karisik olup bir polinomun kéklerini bulmay1 gerektirir). Ozdegerler biiyiikten kiiciige gore siralanip tekabiil
eden 6zvektorler de ayni sirada verilirse p x p bir matris olan R matrisinin ayristirmasi su seklide ifade edilir.

R =UDU’ ayrica D = U'RU (11)
D= diag(/ll,ﬂz,~--/1p) (12)
p

YA =p (13)

Burada D matrisi, kdsegenlerinde 6zdegerleri bulunduran bir kdsegen matristir, ve 6zdegerlerin toplami p’ye esittir.
Ayrica 6zdegerlerin matristeki sirasi1 biiyiikten kiiglige dogrudur. Vurgulanmasi gereken 6nemli nokta, korelasyon
matrisinin her zaman kesin arti oldugu, dolayistyla 6zdegerlerin ya sifir ya da art1 degerler olacagidir. Ozdegerlerin
bir kismmin sifir olmast X matrisinin kertesinin p’ye esit olmamasi, yani bazi degiskenlerin digerlerinin dogrusal
kombinasyonu olmasina baglidir. Kerte p’ye esitse higbir 6zdeger sifir ¢ikmaz.

Burada son ve pratikte 6nemli iki islem temel bilesenlerin olusturdugu Z matrisini ve temel bilesenler ile orijinal
degiskenlerin korelasyonlarini veren bilesen yiikleme matrisi F’yi bulmaktir.

Z = XU (14)

F =UD"? (15)

Z matrisinden istedigimiz sayida temel bileseni alip (6rnegin ilk 2) bunlari algisal haritada x ve y eksenleri 1. ve 2.
temel bilesenlere denk gelecek sekilde gosterebiliriz. Bu eksenlerin hangi 6zelliklere denk geldiklerini anlamak da
algisal harita yapmakta dnemli bir islemdir, bunun i¢in de F matrisindeki ilk 2 bilesene denk gelen yiiklemeleri her
orijinal degiskene bir vektdr denk gelecek sekilde ayni haritada gosterebiliriz. Bu sekilde 6rnegin Tablo 1’deki
verileri, 5 bilgisayar markasi birer nokta (Z matrisinden), 3 6zellik (kolay kurulum, hiz, hafiflik) ise birer vektor (F
matrisinden) olmak {izere algisal haritada gostererek olduk¢a anlamli bir algisal harita hazirlamis oluruz.

Boyutsalligin Tespiti

CMDS algoritmasinda oldugu gibi temel bilesenler analizinde de ka¢ temel bilesenin kullanilacagi énemli bir
konudur. Burada da 6zdegerlerden gidilerek, CMDS’te oldugu gibi boyutsallik tespiti yapilabilir. PCA yonteminin
temel 6zelligi (korelasyon matrisi kullanilirsa) 6zdegerlerin toplaminin degisken sayisina esit olmasidir. Hesaplanan k&
temel bilesenin orijinal verideki toplam degiskenligin ne kadarini yansittigi ise,

(16)

oranindan tespit edilebilir. Bu oran en fazla 1 olacaktir. Boyutsalligin belirlenmesinde bu oranin en az belirli bir
degerin {stiinde olmasi kosulu getirilebilir (6rnegin 0.70, 0.80). Bunun disinda boyutsallik belirlenmesinde kabul
gormiig 6nemli ii¢ farkli yontemden bahsedilebilir.

1. “Scree” Grafigi: Bu yontemde 6zdegerler biiyiikten kiiclige sirali sekilde bir grafige konulur ve biiyiik bir diisiisiin
ardindan gelen diizlik seklinde tarif edilebilecek bir “dirsek” noktasi aranir (Cattell, 1966). Bu dirsek noktasi
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istiindeki bilesen sayisi esas aliir. Bu yontemin mantig, artan bilesen sayist ile agiklanan varyans yiizdesi arasinda
bir denge kurmaktir. Artan bilesen sayisi varyansin artik giderek azalan bir miktarin1 agikliyorsa bu noktada artik
bilesen sayisini arttirmanin anlami yoktur. Bu yontemin en 6nemli dezavantaji ise siibjektif olmast ve gorsel olarak
dirsek noktasini ayirt etmenin her zaman miimkiin olmamasidir.

2. Kaiser Kurali: Daha 6nce de bahsedildigi gibi toplam 6zdeger sayist degisken sayisina esittir (kovaryans matrisi
kullanilirsa ise orijinal degiskenlerin varyans toplamina esittir). Bu durumda bir bilesen 1°den az bir 6zdegere sahipse
varyansa 1/p den az bir katkist olacaktir (biitiin degiskenlerin esit katkisi oldugu disiiniiliirse birim katki 1/p olur).
Buna gore Kaiser (1959) 1°den fazla 6zdegere sahip olan temel bilesenleri tutmayi dnermistir.

3. Horn Prosediirii: Bilgisayar simulasyon yontemlerinin gelismesi ile Horn (1965) tarafindan onerilen bu yontem,
uygulamak igin orijinal verilerle ayn1 boyutlara sahip, fakat rasgele secilen rakamlardan olusan bir matris liretmek
gerekir. Bu rasgele segilmis verilere yapilacak PCA sonucu ¢ikan 6zdegerler ile orijinal X matrisine yapilan PCA
sonucu bulunan 6zdegerler karsilastirilir ve sonugta kritik deger rasgele analiz sonucu ¢ikan &zdegerlerin orijinal
analiz sonucu ¢ikan 6zdegerleri ne zaman gectigine gore karar verilir. Bu yontem kritik deger olarak her zaman 1’den
fazla bir deger ¢ikaracak ve Kaiser kuralindan daha az bilesen tutmaya sebebiyet verecektir (Lattin vd., 2003)

ORNEKLER VE “R” PROGRAM KODLARI

Acik kaynakli bir program olan “R” programi Internet’ten bedava olarak indirilip Unix ya da Windows tabanli bir
isletim sisteminde kullanilabilen bir istatistik programidir (R Development Core Team, 2009). A¢ik kaynak olmasinin
yanisira, komut satiriyla ¢alistigr icin, bir makalede verilen R kodlarinin aynen uygulanmas: sonucu analizlerin
tekrarin1 miimkiin kilar ve bu yonden SPSS gibi menii tabanli programlara akademik ¢aligmalarin yayilmasi agisinda
iistiinliik saglar. Bu yonden bu makalede verilen 6rnekler R programu ile sunulacaktir.

CMDS ile Ornek Uygulamalar

R programinda CMDS i¢in 6nceden hazirlanmis bir modiil bulunmaktadir. Dolayisiyla biitlin islemler “cmdscale”
komutuyla yapilabilmektedir. Ancak bu komutun birka¢ opsiyonu bulunmaktadir. Bunlardan en 6nemlisi de ¢
katsayisimnin eklenip eklenmemesini kontrol eden opsiyondur. Eklenmemesi secildigi anda negatif 6zdegerlerin
¢tkmasi oldukc¢a muhtemeldir ve segilen boyutsalliga gore bircok boyutun koordinati hesaplanamaz ve program hata
verir. R programinin i¢inde gelen “Eurodist” verisi ile 6rnek bir CMDS uygulamasi en basit sekliyle asagidaki gibi
yapilabilir. “Eurodist” aralarinda Paris, Barcelona gibi kentlerin de bulundugu 21 Avrupa sehrinin aralarindaki
mesafeyi km. olarak vermektedir. Bu sekliyle program 20 boyuttta ¢6ziimii verecek (k parametresi maksimum 7-1
olabilir), 6zdegerleri verecek (eig=TRUE), c¢ katsayisim bulup ekleyecek (add=TRUE), ancak B matrisini
vermeyecektir (x.ret=FALSE).

>cmdscale(eurodist, k = 20, eig = TRUE, add = TRUE, x.ret = FALSE)
Bu islem sonunda R programi ¢ikt1 olarak, 21 sehrin 20 boyuttaki koordinatlarini, 6zdegerleri, ve uyum oranlarini
(goodness of fit, GOF, bkz. Denklem 8) verecektir. Aslinda &£ 20 segildiginde uyum oranlar1 en fazla deger olan 1

cikar, ki bu beklenen bir degerdir. Ancak 6zdegerler incelenerek ayrica hesaplar yapilarak boyutsalliga karar
verilebilir. Bu drnekte 6zdegerlerin grafigi Sekil 1°de goriilebilir.
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Sekil 1. “Eurodist” verisinden CMDS uygulamasi sonucu ¢ikan dzdegerlerin grafigi

Bu grafikten de anlagilacagi gibi 4. boyuttan sonra eklenen boyutlarin GOF degerlerine ciddi bir katki yapmadigi
aciktir. Aslinda verilerin orijinali iki sehir arasindaki diiz ¢izgi Oklid mesafesi degildir, bu yiizden bu elde ettigimiz
grafik dogaldir. Bu grafik ve konu hakkindaki bilgimiz (diinyanin yuvarlak olmasi gibi) 3-boyutlu ¢éziimiin en uygun
oldugu kanaatini verebilir. Ama sehirlerin konumlarini her zaman 2-boyutlu haritada gérmeye aligtigimizdan, 2-
boyutlu harita daha anlamli olacaktir. 2- boyutlu ¢6ziim sehir isimleri isaretlenerek Sekil 2’de verilmistir. Su da
unutulmamalidir ki MDS sonuglar1 yansima ve dondiirme (dikgen dondiirme) gibi bir takim veri déniisiimleri sonucu
ozellik kaybetmez, ¢iinkii noktalar arasindaki mesafeler ayn: kalir. Ama dikgen olmayan dondiirme islemi mesafeleri

degistireceginden MDS sonucuna uygulanmamasi gerekir.
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Sekil 2. 21 Avrupa sehrinin 2-boyutlu diizlemde gosterimi.
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PCA ile Ornek Bir Uygulama

PCA uygulamasi i¢in makalenin basinda Tablo 1’de verilen 5 bilgisayar ve 3 6zelligi kapsayan matris kullanilacaktir.
R programinda PCA uygulamak ve 2-boyutlu algisal harita ¢ikarmak i¢in prcomp ve biplot fonksiyonlarini
kullanmak yeterli olacaktir. Verileri R programina okutmak icin bir metin dosyasi hazirlamak yeterli olacaktir (baska
formatlarda da veri okutmak elbette miimkiindiir). Dosyada ilk satir degisken isimlerini i¢ermelidir, ilk siitun ise
nesne isimlerini. Arada herhangi bir bosluk karakteri olabilir. Verilerin “comp.txt” isimli belgelerim klasoriinde bir
dosyada oldugnu varsayarsak, asagidaki igslem verileri okutup, sonra gérmemiz amaciyla ekrana yansitacaktir.

> comp<-read.table("comp.txt")
> print(comp)
KK HZ AG

Bundan sonra PCA islemi uygulanabilir. Burada aslinda her degiskenin 6lgegi aynmidir ve standardizasyona gerek
yoktur. Standardizasyon segenegi secilmezse PCA otomatik olarak kovaryans matrisine uygulanmis olur. Asagida
standardizasyon segenegi ile PCA uygulamasi ve ¢iktis1 goriilmektedir. Burada “standard deviations” olarak
verilenler 6zdegerlerdir ve toplamlar1 degisken sayisina esittir (burada 3). “Rotation” olarak verilen matris 6zvektor
matrisidir, ve standardize edilmis orijinal degiskenlerin hangi sayilarla carpilarak temel bilesenlerin olusacagini
belirtir. Baz1 programlarda “component scores” olarak da verilir. “Summary” fonksiyonuyla verilenler ise 6zdegerler,
ve Ozdegerlerin karesinin toplam degisken sayisina oraniyla bulunan varyansin agiklanma orani (proportion of
variance) ve son olarak birikimli orandir. Burada goriildiigii gibi ilk iki temel bilesen toplam degiskenligin % 85°ten
fazlasini agiklar.

> comppca<-prcomp(comp, scale=TRUE)
> print(comppca)

Standard deviations:

[1] 1.2482409 1.0000000 0.6647516

Rotation:

PC1 PC2 PC3
KK -0.3583553 -8.620690¢e-01 -0.3583553
HZ -0.6095748 5.067910e-01 -0.6095748
AG -0.7071068 -2.767968e-16 0.7071068
> summary(comppca)
Importance of components:

PC1 PC2 PC3

Standard deviation  1.248 1.000 0.665
Proportion of Variance 0.519 0.333 0.147
Cumulative Proportion 0.519 0.853 1.000

Son olarak temel bilesenlerin hesaplanmak istenmesi durumunda predict fonksiyonu kullanilabilir. Bu fonksiyon ile
hesaplanan degerler ayrica daha 6nce verilen 6zvektorler ve orijinal verilerin standardize edilmesi ile ayrica program
disinda da hesaplanabilir. Asagida birinci temel bilesenin elde edilmesi gosterilmektedir. Burada goriildiigii gibi
birinci bilesenden en yiiksek skor C5 markasi tarafindan en diisiik ise C2 markasi tarafindan alinmistir. Aslinda
ozvektorlerdeki katsayilar eksi oldugundan bu C5’in miisterilerden daha koétii, C2’nin ise daha iyi degerlendirmeler
aldigin1 gosterir. PCA sonuglari yorumlanirken bu hususlara dikkat edilmelidir.

> predict(comppca)[,1]
Cl C2 C3 C4 C5
-0.7579082 -1.1030981 -0.4451705 0.2632098 2.0429671
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Yukarida gosterildigi gibi birinci temel bilesen ¢ikarildiktan sonra ikincisi de ¢ikarilip bunlar bir 2-boyutlu haritada
gosterilirse bir 2-boyutlu algisal harita olsumus olur. Ayrica temel bilesenlerin 6zelliklerle olan korelasyonlart
(bilesen yiiklemeleri ya da component loadings) da ayni haritada birer vektor olarak gosterilirse, biplot olarak bilinen
bir harita olugmus olur. Bu haritay1 elde etmek i¢in de R programinda mevcut bir prosediir kullanilabilir. Asagidaki
komutla Sekil 2’deki haritay1 elde edebiliriz.

> biplot(comppca, col=c("gray", "black"))
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Sekil 2. Bilgisayarlarin ilk iki temel bilesen sonuglart ve 6zellikler ile korelasyonlari (vektor olarak), ayni 2-boyutlu
harita lizerinde gosterimi.

Burada goriilebilen vektlerin gosterdigi yone en yakin olan bilgisayarlarin o 6zellik iizerinden yiiksek puan almis
olmalaridir. Ornegin, hiz yoniine en yakin C2, hizdan en yiiksek degerlendirmeyi almis, C5 ise en az degerlendirmeyi
almistir. Vektore dik birbirine paralel ¢izgiler diisiinlirsek C5 ve C2’nin pozisyonlar1 daha acik anlasilacaktir. Ayrica
harita bilgisayarlarin birbirine nispi uzakliklarini orijinal 3-boyutlu uzaydakilere en yakin sekilde gostermeye
calismustir (bkz. denklem 9). Buna iki 6rnek vermek gerekirse standardize dilmis 5 x 3 orijinal veri matrisinden Oklid
mesafeleri hesaplandiginda en yakin olan ¢ift C2 ve C3 ‘lin birbirlerine olan uzakligi 0.956’dir. PCA tarafindan
verilen iki bilesenli uzayda ise en yakin iki bilgisayar markasi gene C2 ve C3’tiir ve aralarindaki mesafe 0.985°tir. En
uzak bilgisayarlara bakarsak, 3-boyutlu uzayda C2-C5 ¢ifti arasindaki mesafe 3.180 iken az-boyutlu uzayda 3.213
olmugtur. Biitiin mesafaler hesaplanip az-boyutlu uzay ile c¢ok-boyutlu uzay arasindaki korelasyon katsayisi
bulundugunda ise 0.94 ortaya ¢ikar. Katsayinin karesini alirsak, agiklanan varyans mesafeler cinsinden % 87 olarak
ortaya cikar. Bu da PCA tarafindan raporlanan 6zdegerler ile bulunan sonuca (% 85) oldukg¢a yakindir.

SONUC

Klasik dl¢ekleme olarak da bilinen Torgersen 6lgeklemesinde amag n x n benzerlik (ya da ayrilik) bilgisinden, n x k&
biiyiikliiglinde bir matrisle verilen (k < n olmak {izere), ve bu ayrilik bilgisini olusturdugu diisiiniilen az boyutlu
uzaydaki koordinat degerlerine ulagsmaktir. Az boyutlu uzayin iki-boyutlu oldugu durumda, bu koordinatlar bir
haritada gosterilebilir dolayisiyla bir algisal harita elde edilmis olur. Bu 06lgekleme metodundaki en &nemli
matematiksel adim tekil deger ayristirmasi (SVD) adimidir. PCA yo6ntemi ise CMDS’ten farkli olarak bir n x n
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matrisi degil, n x p (genelde p < n olmak iizere) matrisi alir ve bu matristeki bilgiyi daha az degiskenle temsil etmeye
caligir. Bu anlamda iki yontem de cok boyutlu uzaydan alt boyutlu uzaya veri indirgenmesini en az veri kaybiyla
saglamak i¢in ugrasir. PCA yonteminde de SVD adimi 6nemli bir adimdir ancak bu SVD, CMDS’te oldugu gibi 6zel
bir yontemle (katsay1 ekleme ve g¢ifte ortalama alma) degistirilen ayrilik bilgilerine degil, » x p matrisinden
hesaplanan korelasyon matrisine uygulanir. ki yontem arasdaki benzerlik sadece SVD adimiyla simrl degildir.
Boyutsalligin belirlenmesinde 6zdegerlerin kullanilmasi da benzerlik tasir.

PCA yonteminin CMDS yontemine 6nemli bir avantaji, boyutlarin yorumlanmasinda bilesen yiiklemelerinin
kullanilabilmesidir. Ayrica PCA’da veri ihtiyact daha az ve degisken sayisina dogru orantili artarken CMDS’te nesne
sayisinin karesiyle dogru orantili artar (n ve p’nin aldig1 6zel degerlere bagli CMDS veri ihtiyaci da daha az olabilir).
Ancak CMDS’te farkliliklarin 6lgiilmesi icin belli degiskenlerin dnceden belirlenmesi gerekmez, PCA’da hangi
ozelliklerin miisterilere sorulacaginin belirlenmesi i¢in “pretest” yapmak ya da uzman goriigii almak gerekebilir,
ayrica bazi hi¢ diisiiniilmeyen, ama nesneler arasinda tiiketiciler goziinde dnemli fark yaratan 6zellikler olabilir, bu
yonden CDMS, PCA’ya gore daha avantajhidir.

Bu makalede, CMDS ve PCA, faydali birer arastirma yontemi olarak, teorik esaslar ve pratik uygulama hususlarina
deginilerek, sosyal bilimlerden arastirmacilara sunulmaya g¢alisilmistir. Ayrica makalenin bir baska amaci da agik
kaynak istatistik programlarinin kolay kullanilabilir ve diger istatistik programlarina alternatif oldugunu géstermek ve
sosyal bilimler kullanicilarina varliklarimni hatirlatmak olmustur.
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