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Abstract

In most situations, modern technological developments give rise to the cases where samples are drawn from a
population of real random functions. Functional Data Analysis (FDA) is an appropriate multivariate statistical
approximation since the classical multivariate methods can not be used when a random sample consists of
such n-real functions. Generally the functions are sampled discretely in time and a certain smoothing
technique is used to obtain underlying functions.

In this study we first give a detailed theory of B-Splines and then obtain cubic splines as linear combinations
based on the coefficients resulted from an implementation of the Roughness Penalty Method. We then present
a comprehensive theoretical background of the functional data analysis with a special attention given to the
functional and regularized functional principal components concepts that are very useful to explore and
interpret the variability of the functions and also their derivatives especially when one has a large number of
functions.

Finally, an application of the regularized functional principal components on the weekly closing share prices
data of the thirteen companies belonging to the ISE-100 index is presented. Interpretations of the derivative
functions, covariance surface and principal component functions are also given in detail.

Keywords:: Functional Data Analysis, Functional Principal Component Analysis, Regularized Functional
Principal Component Analysis, Smoothing, Roughness Penalty Approach, Cubic Spline, Eigenvalue-
Eigenfunction Decomposition, Dimension Reduction.
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Ozet

Fonksiyonel Veri Analizi Yontemleri reel bir araligin sonlu bir alt setinde degerlendirilen egrilerden veya
gozlenen fonksiyonlardan olusan verileri analiz etmek Uzere gelistirilmistir. Fonksiyonel Veri Analizindeki
teknikler, xi(t) (i =1, 2, ..., N) seklinde belirtilen fonksiyonlardan veya onlarin turevlerinden olusan rastgele
orneklerdeki degisimin (varyasyonun) incelenmesi ve arastiriimasi amaciyla kullanilabilir.  Pratikte bu
fonksiyonlar siklikla ayrik noktalarda gozlenen verilere uygulanan dizglnlestirme (smoothing) sureclerinin bir
sonucu olarak ortaya ¢ikarlar. Bu calismada da Splayn Diizgiinlestirme Yo6ntemleri bu amagcla ele alinmistir.
Bu arastirmanin amacl, ayrik noktalarda gozlenen verileri dncelikle B-Splayn Baz Fonksiyonlar ve Pirizli
Ceza Yaklagimi kullanarak bir diger deyisle bu iki yaklagimin birlikte kullanilmasi olarak adlandirilan Splayn
Duzginlestirme Ydéntemi ile surekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlar haline dénustiriilmesinin incelenmesidir.
Daha sonra da veriler arasindaki yani ilgilenilen zaman araliginda hisse senetlerinin bireysel fonksiyonlari
arasindaki degiskenlik yapisini ortaya koymak uzere Dizglnlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler
Analizinden faydalanilmigtir. Burada ilgilenilen birey sayisi degisken sayisindan az oldugundan dolayi klasik
yontemler zaten bu amag dogrultusunda yetersiz kalmaktadir.

Bu calismada, IMKB-100 endeksinde yer alan sirketlerin haftalik hisse senedi kapanis fiyatlarindan olusan bir
ornek Gzerinde yapilan uygulamaya yer verilmektedir. Duzglnlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi
ile incelenen 13 sirket igin 6zellikle 2000 yilinin baglarinda ve 360 inci giinden bir diger deyisle 2005 yilindan
itibaren fiyatlarin degiskenliginde bir artis oldugu ve zaman noktalarinin ardisik olarak birbirleriyle pozitif bir
korelasyona sahip oldugu ulasilan 6nemli sonuglardan bir tanesidir.

Geleneksel Ana Bilesenler yonteminin uygulanmasinin mimkin olmadigl durumlarda bile uygulanabilen ve
sistemdeki gurultt (noise) etkisini de kaldiran bir yontem olan Dizginlestirilmis Ana Bilesenler Analizi
sonucu elde edilen harmonikler sayesinde hem verilerin kovaryans ylzeyiyle aciklanamayan degiskenlik
yapisi ortaya konulmus ve hem de genel anlamda Fonksiyonel Veri Analizi ile 6rnegin tiirev fonksiyonlarinin
da incelenebilmesi gibi gérsel olarak da kuvvetli bulgular sunulmustur.
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Ozfonksiyon Ayrisimi, Boyut Indirgeme.
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1. Giris

Cogu istatistiksel analiz, rastgele bir drnekteki bireylerin her biri tzerinde bir veya
daha fazla degisken bakimindan yapilan oOlglimleri icerir. Burada amag, ornegin alindigi
populasyonla ilgili yorumlamalarda bulunmaktir. Calisma sahasi genisledikce bu gozlemler,
egriler (curves) veya yulzeyler (surfaces) halini alir. Bir diizlemin herhangi bir alt setinde
veya bir dogru Uzerindeki her bir noktada go6zlenen bir yogunluk mevcut oldugundan,
sOzkonusu egriler veya yuzeyler “fonksiyonel veri” olarak adlandirilirlar. Cogu kez
g6zlemler zamanin, fakat bazi durumlarda da iliskili baska bir degiskenin fonksiyonudurlar.
Fonksiyonel verilerin alindigi populasyonlar hakkinda yorumlar yapabilmek amaci ile
bilgisayar teknolojisindeki gelismeler, fonksiyonel alanda da, istatistiksel analizin gelisimini
ortaya ¢ikarmistir. Bu tip verileri analiz etmek igin gelistirilen yontemler, ilk olarak, Ramsay
ve Dalzell (1991) tarafindan kullanilan *“Fonksiyonel Veri Analizi” (Functional Data
Analysis) terimi ile adlandirihir. Bu calisma kapsaminda “fonksiyonel veri” olarak tek
boyutlu durum olan egrisel veriler dikkate alinmaktadir.

Fonksiyonel veri analizinde temel felsefe olarak, elde edilen veriler bir sayi dizisi
olarak dikkate alinmamakta, bunun yerine bu sayilarin olusturdugu fonksiyonun butind
incelenmektedir.

Fonksiyonel veri analizinin tarihsel gelisimi igerisinde olusmus kendisine 0zgl
geleneksel notasyon yapisi su sekilde Ozetlenebilir: Veri matrisi ya da p degiskenli sans
orneginde yer alan i.inci gozlem aslinda x;(t) (i =1,2, ...., N) biciminde reel strekli bir
fonksiyon olmasina ragmen, veriler genellikle birbirlerinden ayrik noktalarda gézlemlenir. N
ornek bayukligu (6rnek hacmi), n; , i.inci ornek bireyi icin yapilan 6lgim sayisi, tj i.inci
ornek bireyi icin j.inci olcumlemenin ahndigi nokta, y;j, y  karakteristiginin ya da
degiskeninin t; noktasindaki degerini gostermek uzere, ¢cok degiskenli sans 6rnegindeki i.inci
birey icin yapilan gozlemler, yii, Vi2, ... , Yin seklinde verilebilir. N hacimlik sans érnegini

olusturan veri seti ise,

yij, i :1,2,...N, j :1,2,... I']i
seklindedir. Klasik ¢ok degiskenli istatistiksel notasyonda ise, tzerinde c¢alisilan dlgiimler
{vi;i=1,2,...,n,j=1,2, ..., p} biciminde belirtilen veri matrisidir (Ramsay ve Silverman,
1997: 9).
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Fonksiyonel veri analizinin 0zellikle klasik ¢ok degiskenli analizden farkli olarak
zaman noktalarinin yerlesimi konusunda genis bir esnekligi vardir. Genellikle her bir 6rnek
birimi icin 6lcim yapilan nokta sayisi esit alinmak zorunlulugunda olmadigindan, bu
degisebilirligi gostermek Uzere n; notasyonu kullaniimistir.

Fonksiyonel veri analizi siklikla zamana ait verilerle ilgilenmesine ragmen, faaliyet
alani ve amaglari zaman serilerinin analizinden tamamen farklidir. Zaman serileri analizi daha
cok verilerin  modellenmesine ve gelecek gdzlemlerin tahminlenmesine odaklanir.
Fonksiyonel veri analizindeki teknikler ise aslinda dogasinda, fonksiyonel verilerin tasidig
degiskenligin yapisini ve fonksiyonlar arasindaki Kkarsilikh iliskileri aciklayicidir, vurgu
yoriingelerde ve sekillerdedir( Costanzo, 2005).

Bu calismada da ilk adim olarak kesikli veriler Splayn Duzgtnlestirme Yontemleriyle
strekli fonksiyonlar haline donusturtilmekte ve daha sonra da veriler arasindaki degiskenlik
yapisini ortaya koymak uzere Duzglnlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi

kullaniimaktadir. Konunun teorik yapisina ayri basliklar altinda kisaca deginilmektedir.

2. Kesikli Verileri Fonksiyonel Verilere Donusttiirme

Fonksiyonel veri analizinde ilk adim; gozlenen y;; degerlerini herhangi bir t degeri
icin hesaplanmasi mimkin olan bir x; reel sirekli fonksiyonuna donustirmektir. Eger
gozlemlenen degerlerin hatasiz olduklari varsayilirsa, bu slre¢ interpolasyon yontemi ile
yapilir. Fakat verilerde ortadan kaldiriimasi gereken bazi gdzlemsel hatalar varsa, 6rnegin,
verilerin olusturulmasi deneysel bir siirece dayaniyorsa, kesikli verilerden fonksiyonel
verilere yapilan bu doniisim sireci, dizgunlestirme adini alir(Ramsay ve Silverman,1997:
9).

Bu calismada da, dogrudan dogruya interpolasyon uygulamasi yerine, istatistiksel

uygulamalarda ¢ogu kez tercih edilen splayn diizgunlestirme yontemi kullaniimaktadir.

2.1. Baz Fonksiyon Yaklasimi
Verileri interpole etmede veya dlzgiinlestirmede en cok kullanilan yaklasim eldeki
probleme uygun, B-Splaynlar gibi bilgisayar dostu bir gosterimi olan baz fonksiyonlar seti
secmektir.
x(t) fonksiyonunu olustururken esnek yéntemlere ihtiyag duyulmaktadir. Bunun igin K

tane baz fonksiyondan (basis function) olusan bir sistem segilmektedir. Olusturulmak
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istenilen  x(t) fonksiyonu bu baz fonksiyonlarin agirliklandiriimis bir toplami olarak su
sekilde yazilabilir:

x(t) =c,0,(t)+c,0,(t)+..+c,.0,(t) (2.1)

Bu ifadede yer alan 6, (t) i.inci baz fonksiyon ve c, ise bu baz fonksiyona Karsilik
gelen katsayidir. Burada c,, i=1, 2, ... , K katsayilar, x(t) fonksiyonunun seklini ve
bicimini belirleyen katsayilardir. Bir anlamda parametre olarak yorumlanabilirler. Bu
calismada ele alinan “Purtzlii Ceza” (Roughness Penalty) dizgiinlestirme yontemleriyle c,

katsayilarinin tahminlenmesi amaglanmaktadir.

Ozetle; K herhangi bir reel pozitif tamsayi ve cie IR olmak iizere x(t) fonksiyonunun,

()= 2.6,6,(0 22)

seklinde K tane baz fonksiyonun agirliklandirilmis bir toplami (dogrusal bileseni) olarak
tahminlenmesini amaclayan yaklasim “Baz Fonksiyon Yaklasimi” olarak adlandirilir. Genel
olarak en ¢ok kullanilan baz fonksiyonlar, Kuvvetler, Fourier baz ve B-Splayn baz seklinde
siralanabilir.

Cogu fonksiyonel veri analizinde fonksiyonel verileri uygun bir bazda depolamak
anahtar adimdir. Cogu kez baz prosediirde agikca bellidir ve arastirmacinin buna dikkat
etmesine ihtiya¢ olmaz(Ramsay ve Silverman, 2002: 33).

Ne kadar cok baz fonksiyon igerilirse uyumu saglanan fonksiyon o kadar daha

kompleks olur. y; gozlem degerlerinin diizglnlestirilme derecesine K baz fonksiyon sayisina

dayali olarak karar verilir(Ulbricht, 2004: 10).

Baz fonksiyonlarin arzu edilen karakteristigi calisiimak istenilen fonksiyon tipleriyle
uyusan ozelliklere sahip olmasidir. ideal olan, nisbeten kiiciik bir K degeri kullanarak
mukemmel bir yaklasim basaracak bigimde bir baz secimidir(Ramsay ve Silverman, 1997:
46). Ramsay ve Silverman 20-30 baz fonksiyonun genelde gd6ze carpan gorinimleri
Ozetlemek icin yeterli oldugunu belirtmislerdir(Lee, 2004: 9). Ayrica gozlem sayisinin ¢ok
fazla oldugu bircok calismada baz fonksiyon sayisi gozlem sayisinin karekoku olarak
kullaniimistir(Laukaitis ve Rackauskas, 2002: 59). Fonksiyon tahmini icin iyi ¢alisan bir baz
nispeten zayif tiirev tanminleri verebilir. Bu nedenle bir baz igin se¢cim kriterlerinden biri de
yaklagimin bir veya daha fazla turevinin mantikli hareket edip etmedigidir(Ramsay ve
Silverman,1997: 46).
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2.2. B-Splayn Baz Fonksiyonlar

Yukarida bahsedilen (¢ baz tipinden B-Splaynlar, uygulamada periyodik olmayan
durumlar igin sikhkla kullanildigindan ve bu calismanin da kapsamini icerdiginden ayri bir
kesim olarak ele alinmistir. B-Splaynlar periyodik olmayan durumlar igin polinomlara ¢ogu
durumda tercih edilmektedir. B-Splaynlarin esnek ve numerik olarak saglam olmasi ve
degerlerin bant matris yapisi B-Splaynlarin yaygin kullanimini arttirir.

d herhangi bir negatif olmayan tam sayi olmak Uzere polinomun derecesini, t =(t;) ,

K

j=1,2, ..., n  B-Splaynlari olusturmada kullantlan diiglim vektoriinu, {Bi,d }i:l , B-Splaynlari
gostermek lzere, Splaynlar, B-Splaynlarin dogrusal bir kombinasyonu olarak,
K
X(t) = ECiBi,d (2.3)
i=1

seklinde ifade edilebilirler.
Yukaridaki tanimlamalara dayali olarak, d’inci dereceden m’inci mertebeye sahip bir

J. inci B-Splayn asagidaki tekrarli iligki ile tanimlanabilir:
t-t

i t j+1+4d t
B4 (t) = J ST (t)+ J

ti’fd -tJ' tj+1+d !

Bjisaa (D) (2.4)

B-Splaynin mertebesi genellikle m ile gosterilir ve derecenin bir fazlasidir. Burada t

bagimsiz degisken olarak ele alinmistir ve tiim reel sayilar icin tanimhdir. B, (t) seklindeki

bir B-Splayn sadece (t, )i*** diigiimlerine baglidir.

Duzglnlestirmenin kontroli splayn teorisinin temel amaci olup, dizgunlestirme (2.4)
numarali denklemle verilmis olan tekrarh iligski ile tanimlanir. Tekrarli iliskiler yoluyla,
verilen bir duzginlestirme seviyesindeki B-Splayn baz fonksiyonlari kullanilarak, bir derece
veya bir mertebe daha yuksek, bir ilave araliga daha yayilmis, daha yiiksek duzgtnlestirme
seviyesindeki yeni bir B-Splayn elde edilebilir.

Bir B-Splayn olusturabilmek igin dugimlerin sayisinin en az d+2 tane olmasi
gerekmektedir. Eger digim sayisi tekrarh degil ise bu durumda olusturulacak baz fonksiyon
sayisi fonksiyonel veri analizinde geleneksel olarak yaklasimin dogrulugunu garantiye alacak
biyuklikte olmasi bakimindan asagidaki esitlik yardimi ile verilmektedir:

Baz fonksiyon sayisi = DuUgum sayisi + mertebe - 2 (2.5)

Tum dugimler farkli ise, bu durumda dogrusal Splayn sureklidir, kuadratik splaynin

birinci tirevi, kubik splaynin ikinci tiirevi de streklidir(Lyche ve Morken, 2002: 39).
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Splaynlar ve bunlarin interpolasyonu ve dizgunlestirilmesi fikri ilk olarak Wittaker
(1923)’a dayanmaktadir, ancak 1960’ lardan itibaren bu konuda galismalar yogun bir bigimde
yapilmaya baslanmistir. Splaynlarla ilgili ilk calismalarin buyuk bir cogunlugu Fransiz bilim
adamlari tarafindan yapilmistir.

B-Splayn ve Splayn teorisi ile ilgili klasik referans de Boor (1978: 109-153) dur.
Konu ile ilgili ayrintili bilgi i¢in ayrica Nurnberger (1989: 95-99), Schumaker (1993: 108-
139) ve Dierckx (1993: 1-22) calismalarina basvurulabilir.

B-Splayn baz fonksiyonlari elde ettikten sonra xi(t) fonksiyonlarini elde etmek igin

ikinci adim c; katsayilarinin Pirtzli Ceza Yaklagimi ile tahminlenmesidir.

2.3. Puruzli Ceza Yaklasimi

Fonksiyonel veri analizinde verilere bir egrinin uyumunu saglarken tek amag yalnizca
iyl bir uyum yapmak degil, ayni zamanda bu amagcla aslinda c¢atisan diger bir ama¢ da ¢ok
fazla inis ¢ikis gostermeyen bir egri tahmini elde etmektir.

Fonksiyonel veri analizinde splaynlari dizgiinlestirirken yaygin olarak kullanilan
Purizli Ceza Yaklasiminin temel amaci egrinin puruzlaligini olgmek ve verilerin egriye
uyumu ve egrinin pirizlilug arasinda bir uzlasma saglamaktir.

Bu iki catisan amac bir anlamda istatistigin temel prensibinin iki elemanina karsilik
gelebilir. Bilindigi gibi, Ortalama Karesel Hata, Sapmanin karesi ile Ornekleme Varyansinin
toplamina esittir. Ornekleme varyansini azaltmak icin sapmadan biraz taviz verilebilir, bu da
tahminlenen egriye duzglinlestirme yiklenmesinin temel nedenidir.

[a,b] kapali araliginda tanimli bir x egrisi verilsin. Bu x egrisinin ne kadar purzli,
bir diger deyisle inisli cikish oldugunu o6lgmenin birkag farkli yolu vardir. iki kez tiirevi

alinabilen bir x egrisinin parazlaligini 6lgmenin global olarak kabul edilen bir yolu,
b
PEN,(X) = j( D?x(t) )? dt = |D?x]° (2.6)

seklinde ikinci tirevin karesinin integralini almaktir(Eubank, 1999: 227). Bu deger x deki
toplam egriselligi degerlendirir, veya bir diger deyisle, x egrisinin bir dogrudan sapma
derecesidir. Bu yizden, yiksek degiskenli fonksiyonlarin yuksek PENy(x) degerleri
saglayacag! beklenebilir, clinkd ikinci trevleri ilgilenilen araligin cogunda buyuktir(Ramsay
ve Silverman, 1997: 59). Ayrica, ||D2x||2, x fonksiyonunun degiskenliginin hizinin bir 6lgtst

olarak da degerlendirilebilir(Leurgans vd., 1993).
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x fonksiyonu [a,b] arahginda tanimli iki kez tlrevi alinabilen bir fonksiyon ve A>0

duzginlestirme parametresi olsun. Cezali kareler toplami (CKT,),
2 2
ek, =Zly, -x()f +2 0% @)
J

seklinde tanimlanir. Puruzli Ceza Yaklasiminda (2.7)den de goruldugi gibi ama¢ En Kiglk
Kareler Yonteminde oldugu gibi yalniz Artik Kareler Toplamini degil egrilerin pirizIilugind
de dikkate alan Cezali Kareler Toplamini minimize etmektir.

Duzglnlestirme parametresi A Artik Kareler Toplami ile Olciilen “verilerin egriye

uyumu’ ve ||D2x||2 ile 6lctlen “x fonksiyonunun purGzlGlugy® arasindaki degisim oranini
Olcer. Eger A ok blyuk ise bu durumda dogrusal olmayan fonksiyonlar CKT, da buyuk bir

purazlulik cezasi icerir. Bu nedenle A—oo, uyumu saglanan X egrisi, gozlenen verilerin
standart dogrusal regresyonuna yaklasir. Bunun tam tersine A azalirken, egri gitgide daha

inisli cikisli hale gelir, purtzlGlugtne daha az ceza konmustur ve A—0 x egrisi ~ f(t;) = y;

(4 =1,2, ..., n) seklinde verileri interpole etmeye yaklasir. Bir diger deyisle, Cezali Kareler
Toplamindaki temel katki Artik Kareler Toplami ile olur. Bu limit durumunda bile interpole
edilen egri keyfi degisken degildir, bunun yerine, bu egri tum iki kez turev alinabilen egriler
icinde verilere uyum gdsteren en diizgin egridir.

A dizgunlestirme parametresinin se¢imi ile ilgili Green ve Silverman (1994: 29) iki
farkli yaklasimdan bahsetmislerdir. Bunlardan bir tanesi subjektif bir digeri ise otomatik
secimdir. ilk yaklasim, diizgtinlestirme parametresinin serbest secimini prosediriin avantajli
bir 6zellligi olarak ele almaktir. Diizgunlestirme parametresini degistirerek farkli dlgeklerde
ortaya cikan veri ozellikleri incelenebilir ve eger tek bir tahmine ihtiyac var ise subjektif bir
secimle en iyi gorinimi veren parametre degeri secilebilir. Bu sekildeki subjektif bir
yaklasim gercekte en kullanigli olani olabilir ve uygulamada siklikla kullaniimaktadir.

Ramsay ve Silverman’a (2002: 56) gore dizgunlestirme uygulayan c¢ogu
arastirmacinin dizginlestirme seviyesinin secimi ile ilgili bakis acisi, ilgilenilen kararli ve
yorumlanabilir tahmin elde edebilme ile verilere uyum arasinda bir denge kurmaktir. A’nin
secimi arastirmacinin kendi ihtiyaclarindan cikar ve ayni verilere farkl degerler uygulanan
analizleri gérmekten, bir diger deyisle parametrenin subjektif seciminden memnun olurlar.

Buna ilave olarak Ramsay ve Li’nin “Curve Registration (1998)” isimli ¢alismasinda
uygulamalarla ilgili kapsamli bir arastirma sonucu dizglnlestirme parametresi A igin 10,
107 ve 1072 degerlerinin iyi calistigi gdzlenmistir.
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Bu alanda Ulbricht (2004: 60) tarafindan yapilan bir tez calismasinda ise A
duzginlestirme parametresi, baz fonksiyon sayisi gézlem sayisindan daha buyik oldugu
durumda; Ki bizim yaklasimimizda bu durum gecerlidir,

A=10"[tr (B"B)/trR] (2.8)
seklinde tanimlanmistir.

Cezali Kareler Toplamini minimize eden egri tahmini duzginlestirme ve uyum
iyiligi arasindaki en iyi uzlasmadir. Buna gore Cezali Kareler Toplamini minimize eden
egri tahmini X asagidaki 6zelliklere sahiptir(Silverman, 1985: 3) :

. Her bir (t;,t,,,) araliginda bir kibik polinomdur.
o t; seklinde belirtilen digtmlerde egri ve ilk iki tlrev streklidir, fakat tgtinc

turevde sureksizlik olabilir.

o (-,t;) ve (t,,+= ) araliklarinin herbirinde ikinci tlrev sifirdir ve boylece veri

araliginin disinda X dogrusaldir.

Ilk iki kosulu saglayan herhangi bir egri t; digtmlerine sahip bir dlzgunlestirilmis
Kibik Splayn olarak adlandirihir. Bu 06zellikler tahmine empoze edilmemistir, purizli

cezanin ||D2x||2 olarak se¢iminden otomatik olarak ortaya c¢ikmaktadirlar. Bu

duzginlestirilmis Kubik Splayn tglinct 6zellik olan dogal sinir kosullarindan dolayi, bir diger
deyisle sinirlardaki ikinci ve Gglincu turevlerinin sifir olmasi nedeniyle Dogal Kiibik Splayn
(Natural Cubic Splayn) olarak adlandirilabilir(Simonoff,1996: 170).

Purtzli Ceza Yonteminde derece segiminde genellikle tiguinct dereceden splaynlar bir
diger deyisle Kubik Splaynlar kullanilir. B-Splaynlarin dogrusal bir kombinasyonu olarak
olusturulan Kubik Splaynlarda her bir B-Splayn bir kibik polinomdur ve her bir polinom
parcasi ikinci tirevlerine kadar eslenerek birlestirilebildiginden bu egrinin gorsel olarak
dizgin olmasi demektir. ikinci tirev egrinin egriselligini gosterdiginden ve egrisellikler
kesme noktalarinda eslestiginden, boylece egrisellik duzgiin bir sekilde degisir(Ramsay,
2000). Ayrica kibik splaynlar kolaylikla degerlendirilir ve genel olarak tatmin edici sonuclar
verir(Reinsh, 1967).

3. Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi
Fonksiyonel veri analizinde bireylerin sayisi arttikca fonksiyonel gozlemlerden olusan

biyik bir grubu Ust Uste yerlestirmek ¢ok fazla aydinlatici ve gériinim olarak da ¢ok cazip
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olmayabilir. Ayrica birgok birbiriyle gakisan ve karisan egri oldugundan dolay! bir tek
egrinin bireysel davranisi diger bircok egrinin davranislari arasinda kaybolur(Jones ve Rice,
1992: 140). Ana Bilesenler Analizi bu tip kompleks populasyonlarin yapisinin anlastimasiyla
ilgili oldukca genel bir probleme etkili bir ¢cozim saglar. Veri karmasikligini gidermek Gzere
egriler arasindaki degisimin 6nemli modlarini tanimlamak icin Ana Bilesenler Analizinin
(ABA) kullanimi onerilebilir.  Ana Bilesenler Analizi sistemde olmasi beklenen ve ayni
zamanda da o6nceden fark edilmeyen iliskileri ortaya cikarir. Bu nedenlerden dolayr Ana
Bilesenler Analizi fonksiyonel veri analizinde ele alinan anahtar tekniktir.

Klasik ¢ok degiskenli analizde varyans—kovaryans ve korelasyon matrislerinin oldugu
gibi, fonksiyonel veri analizinde de varyans, kovaryans ve korelasyon fonksiyonlarinin
yorumlanmasi zor olabilir ve gozlenen verilerdeki degiskenlik yapisi ile ilgili tamamen
anlasilir bir gosterim vermeyebilir. Ana Bilesenler Analizi varyans—kovaryans yapisina daha
aydinlatici bir bicimde bakmay1 saglar(Ramsay & Silverman, 1997: 85).

Fonksiyonel veriler icin uygulanan Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde asil amag
cok degiskenli veriler icin uygulanan Ana Bilesenler Analizi ile ayni olup verilerdeki degisimi
etkili bir bicimde tanimlayan birkag¢ ortogonal fonksiyon elde etmektir. Aralarindaki temel
fark v; biciminde belirtilen ortogonal fonksiyonlar olan ana bilesen agirliklari (bu agirliklar
genelde harmonik olarak da adlandirilir) simdi zamanin veya ilgili baska bir degiskenin
fonksiyonlaridir.

Fonksiyonel kavramda her bir ana bilesen bir fonksiyonel veri ile ayni t araliginda
tanimli, verilerin temel “Degisim Modlarin” tanimlayan bir ana bilesen agirlik fonksiyonu

(v (t)) ile belirtilir ve dogrusal kombinasyon asagidaki bicimde tanimlanir:

Yi=( v, x=E6) )= [ y;(0{ x®-Ex(®) }dt (3.1)

Bu calismada verilen tum ifadelerde yer alan integraller [a,b] sonlu reel arahiginda
belirli integrali temsil etmektedirler.

Bundan sonra artik vy; ile belirtilen agirhklar vy (t) degerlerine sahip bir agirhk
fonksiyonu halini alir. Burada Yj, her bir x(t) igin v, tzerine { X(t) - E x(t) }nin izdisum
(projection) miktaridir(Castro v.d., 1986: 332).

Fonksiyonel Ana Bilesenlerin ilk adiminda agirlik fonksiyonu (ana bilesen fonksiyonu

veya harmonik fonksiyonu) y1,

= | v 7 =1 (32

10
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kisiti altinda, dogrusal bilesenin varyansi olan,

Var (Y;)=Var( y;, x=E(x) ) = [[ v(s) Cov(st) v,(t) ds dt (3.3)

ifadesini maksimum yapacak bicimde belirlenir.  Ikinci agirlik fonksiyonunun hesaplanmasi
icin Klasik Ana Bilesenler Analizinde oldugu gibi, Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde de
agirhk fonksiyonunun,

(vpve )= [ 1@ va® dt=0 (= m) (34)
seklindeki ilave kisit olan ortogonallik kosullarini da saglamasi gerekir. Her bir agirlik
fonksiyonunun egrilerdeki degisimin en 6nemli modunu tanimlama gdrevi vardir ve burada
her bir modun 6nceki adimlarda tanimlanan modlara ortogonal olmasi gerekir(Ramsay ve
Silverman, 1997: 88). Agirlik fonksiyonlari her asamada maksimum degisimi agiklayabilecek
bicimde olusturulan ortogonal baz fonksiyonlar setidir.

(3.3) numarali formille belirtilmis olan dogrusal bilesenin varyansinin maksimum
yapilmasi problemi Klasik Ana Bilesenler Analizinde oldugu gibi fonksiyonel veriler icin de
0zdeger- 6zfonksiyon ayrisimi ile ¢oziimlenebilir.

Fonksiyonel 6zdenklem asagidaki bigimdedir:

| Cov(st) v(t) dt = v y(s) (35)
Bu ifadede,
Cov(s) =N, x5 x(0)} (3.6)

seklindedir. Bu kovaryans ifadesinde xi(t) her bir birimden ortalama fonksiyon degerinin
cikarilmig halidir. Burada amag¢ kovaryans fonksiyonunun ortogonal ayrisimini saglayarak
fonksiyonel degisimin dominant bilesenlerini ayirmaktir(Costanzo, 2005). Artik yukaridaki
0zdenklemi saglayan Klasik Ana Bilesenler Analizinde oldugu gibi farkl 6zdeger- 6zvektor

degil 0zdeger- 6zfonksiyon ciftleri vardir. vy,, y,, ... v,y bi¢cimindeki 6zfonksiyonlar

karsihk geldikleri v, > wy,> .. >y, , Ozdegerlerine gore siralanirlar. Klasik cok

degiskenli analizdeki felsefeye paralel bir bicimde j.inci bilesenin varyansi j.inci 6zdegere esit

olmaktadir:

Var (Y;) = [ vi(s) Cov(s,t) yi(t) dsdt = v, (3.7)

11
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yani ; bicimindeki ozdegerler, (3.7) numarali formllden de goruldugt Uzere her bir

bilesene yiklenebilir varyans miktarini géstermektedir.
xi (1=1,2,...,N) seklinde belirtilen N egriden olusan bir veri setini ve Cov(s,t)
kovaryans fonksiyonunu belirtmek tzere,
[ Covs) ¥(t) dt= v y(s) (3.8)
seklinde belirtilen fonksiyonel 6zdeger - 6zfonksiyon probleminin ¢6zimda igin bir yaklasim,
bu denklemi yaklasik olarak buna denk olan bir matris formuna donistirmektir.

Ozdenklemi kesikli veya matris formuna déndirmenin bilinen popdler bir yolu, her

bir fonksiyon x;’yi bolim 2de de bahsedildigi gibi,
K
xi(t) = 2, Cix 0, () i=1,2,...,N;  k=1,2,...,K (3.9)
k=1

seklinde bilinen baz fonksiyonlarin dogrusal bir kombinasyonu olarak ifade etmektir. Bu
gosterimi genellersek,

X =[ X1, Xz, ..., Xn]' (3.10)
fonksiyon degerlerine sahip bir vektori ve

0=[6,60,, ..,0] (3.11)
baz fonksiyonlardan olusan bir vektoru belirtmek tzere, C (NxK) katsayilar matrisi iken, tim
N egrilerinin es zamanli agthmi,

x=C®60

(3.12)
seklindedir. Baz fonksiyon yaklasiminda  kovaryans fonksiyonu da, baz fonksiyon
yaklasimina gore

Cov(s,t) = 8 7(s) Cov (C) 6 (1) (3.13)
seklinde ifade edilebilir.

Ana bilesen agirlik fonksiyonu (6zfonksiyon) ,

K
yH=2 b, 6,®=0"®)b iken, (3.14)
k=1
J Covisit) v(t) dt= v (s)
seklindeki strekli fonksiyonel 6zdenklem, matris notasyonunda asagidaki bicimde ifade

edilebilir:

[ 8T Cov(C) () 8" (dtb=y 87(s) b (3.15)

12
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Burada

J=[ e eT®adt (3.16)
seklinde (KxK) boyutlu bir matris tanimlandiginda, (3.15) numaral esitlik asagidaki hali
alir:

8'(s)Cov(C)Ib=yB'(s) b (3.17)
veya

Cov(C)dJb=wb (3.18)

2
Hy H = f vy (t)> dt =1 oldugundan b'J b =1 olur. Benzer sekilde sadece ve
sadece fonksiyonel skaler carpim { v,,y,, ) = J' ;) y,() dt=b"Jb =0 isey,

ve y,, ortogonal olur.

Cov ( C ) ve J matrisleri ayri ayri simetriktir, ancak (Cov (C) J) matrisi simetrik
degildir. Bu nedenle J matrisi simetrik oldugundan, u=J"?b olarak tanimlanir ve daha
sonra,

JY? Cov(C) J"*u=vyu (3.19)
seklindeki (Cov (C) J) matrisi ile ayni 6zdegerlere sahip olan, simetrik 6zdeger probleminin
coziilmesine ve ters donusiim olan b = J™2u ifadesinin hesaplanmasina ihtiya¢ duyulur.

Boylece egriler arasindaki degisimi etkili bicimde aciklayan ana bilesen agirlik fonksiyonu
elde edilir.

Fourier baz seklindeki ortonormal fonksiyonel baz icin J matrisi birim matrise esit
olur. Bu durumda Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi katsayilarin kovaryans matrisine
uygulanan Klasik Ana Bilesenler Analizi problemine indirgenir.

Ana bilesen agirhk fonksiyonlarinin acik bir bigimde yorumlanmasi her zaman
mumkin olmayabilir. Bu durumda sonuclarin yorumlanmasina yardimci olacak bir yaklasim
asagidaki bicimde belirtilmis olan ana bilesen skorlarinin isaretlenmesidir.

vi=( v;, Xi—E(X) )= b] J(¢c,-T) (3.20)
Burada y;j ana bilesen skoru, i.inci gézlemin j.inci ana bilesen fonksiyonuna gore

koordinati anlamina gelir ve bilesenlere bazi yorumlamalar eklerken yardimci olabilir. Ana
bilesen agirhk fonksiyonlarini ve ayni zamanda ana bilesen skorlarinin dagilimini analiz

ederek ele alinan fonksiyonlarin yapisi ve dinamikleri degerlendirilebilir(Benko v.d., 2006:

13
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5). Ana bilesen skorlarinin dagilhimi sapan gozlemlerin (outlier) saptanmasinda da
kullanilabilir.

Ana bilesen agirlik fonksiyonlarinin yorumlanmasina yardimci olacak bir diger ikinci
yontem de agirlik fonksiyonunun bir carpaniyla ortalama fonksiyonunun karstlastiriimasi
olabilir. Burada ortalama fonksiyonuna, ilgilenilen uygun bir carpanla carpilmis ana bilesen
fonksiyonu eklenerek ve cikarilarak elde edilen fonksiyonlarla birlikte ortalama fonksiyonu
ayni dizlemde cizdirilir ve karsilastirmalar yapilarak cesitli yorumlamalarda bulunulabilir.

Bu ¢izimi olusturmada hangi carpanin kullanilacagini segmek onemlidir. Ramsay
(2003) carpan olarak ana bilesen fonksiyonunun olusturulmasinda her bir 6zfonksiyona

karsilik gelen 6zdegerlerin karekoklerini almayi Onermistir. BoOylece her bir bilesen igin

[T ?11/\11] plot edilir. Ancak bu konu arastirmaya aciktir ve konuyla ilgili farkli 6nerilerde

de bulunulabilmektedir. Tum bilesenler icin ayni sabitin kullanimi da 6nerilebilir(Ramsay ve
Silverman, 1997: 93).

Klasik Ana Bilesenler Analizinde hesaplanabilecek ana bilesen sayisi igin st limit
degisken sayisidir. Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinin baz fonksiyon yaklasiminda ise,
ana bilesen sayisi icin st limit (K<N olmasi durumunda) bazin boyutu olan K’dir. Bu

K
durumda baz fonksiyon yaklasiminda, z\lfi degeri K dogrusal bilesence agiklanan toplam
i=1
varyansl verir,
Ornekleme problemlerinde bilinmeyen kovaryans fonksiyonu Cov(s,t), ornek

kovaryans fonksiyonu Cov(s,t) ile tahminlenir. Dauxois v.d. (1982), 6rnek kovaryans
fonksiyonu  CoV(s, t) nin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlarinin sirasiyla y; ve y,’nin tutarl

tahminleyicileri oldugunu gostermislerdir. Ayrica Leurgans v.d. (1993) duzgtnlestirme
uygulandiginda bile bu tutarliligin devam ettigini belirtmislerdir.

Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinin baz fonksiyon yaklasimi ile ilgili ayrintih bilgi
icin Ramsay ve Silverman (1997; 101), Ramsay ve Silverman (2005; 161-163), James v.d.
(2000), Barra (2004), Benko (2004), Lee (2004), Lober ve Villa (2004) ,Yamanishi ve Tanaka
(2005) ve Hall ve Nasab M. (2006) calismalarina basvurulabilir.

3.1. Duzgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi
Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ile elde edilen 6zfonksiyonlar bir diger deyisle

ana bilesen agirliklar parizli olabilir. Bu puruzlulik 6rnekleme varyansindan veya gozlem

14
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gurultisinden  (observation noise) ve kullanilan fonksiyonel bazin esnekliginden
kaynaklanabilir. Bu kesimde daha duragan ve daha yorumlanabilir sonuglara sahip olmak igin
0zfonksiyonlarin diizglnlestirilme metodlari ele alinacaktir.

Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinin degeri dizgunlestirmenin Ana Bilesenler
Analizine dahil edilmesi ile biraz daha artar. Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizini
duzginlestirme, sadece Klasik Ana Bilesenler Analizi ile elde edilen bilesenleri
duzginlestirmek degildir. Duzgunlestirme Ana Bilesenlerin orijinal taniminin igine dahil
edilir. Dizgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde klasik ortonormallik kisitlari
fonksiyonlarin puruzltliginu de hesaba katan bir ortonormallikle yer degistirir.

Duzgunlestirilmis bir fonksiyonel ana bilesen elde etmek icin, sadece y ’nin hacminin

(size) degil ayni zamanda puruzlaluginin (inis cikiglarinin) de kontrol edilmesi gerekir.
PEN;(7) = |(D?y () dt= D%’ (321)

olmak tzere, Duzgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde Cezali Ana Bilesen
Varyansi (CABV),

f fy ;(8)Cov(s, )y, (t)dsdt
7,(D°dt+2 | (D™, () at

seklinde tanimlanir(Silverman, 1996 :5). A parametresi bolim 2 de bahsedilen diizglnlestirme

CABV=Var (Yj) = f (3.22)

parametresidir. A sabit olarak alindiginda, ana bilesen agirlik fonksiyonu v’ nin pirtzIilugu
arttikca PEN3(y) nin degeri artacagindan Cezali Ana Bilesen Varyansi azalir. Ayrica A sifira

yaklasirken Cezali Ana Bilesen Varyansi duzginlestirilmemis durumun varyansina doner.

Bir diger bakis agisiyla ise, A’ nin degeri arttikga, Cezali Ana Bilesen Varyansi v’in

parazliluginden daha cok etkilenir.

2 2
il = j v;(0)° dt=1
seklindeki Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi icin daha dnceden verilmis olan kisit, y’nin

purdzluligind de dikkate alan,

f y,(®2 dt+2 f (D% v, (1))2dt=1 (3.23)
kisiti ile yer degistirir(Ramsay ve Silverman, 2002: 26). Bu aslinda standart Sobolev i¢

carpimlarinin genellestirilmis halidir(Musayev ve Alp, 2000: 114).
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Pirizli ceza ikinci, Uglincu ve daha yiksek dereceli diizglnlestirilmis ana bilesenlere

ilave kisitlar ekler. j.inci bilesen fonksiyonu, (3.23) kisitina bagl olarak Var(Y;)’yi ,

| 7 vo@ dt+n | ©,0) © v, 0)dt=0 jem (3:24)
ilave kisitl altinda maksimum yapar.

Cezali Ana Bilesen Varyansini maksimize eden 6zfonksiyon vy,

j Cov(s,t) y(t) dt = y (I+AD) v (s) (3.25)
seklinde ifade edilmis olan 6zdenklemin en buyik 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.
Bir diger deyisle, harmonik fonksiyon veya ana bilesen agirlik fonksiyonudur.

Burada yukaridaki 0zdenklemi ¢ozerek gereksinim duyulan tum 06zfonksiyonlarin
tahminleri elde edilebilir. Bu esitlikten elde edilen 6zfonksiyon tahminleri ¢ok dizgin

fonksiyonlardir.

Ozetle, ana bilesen agirlik fonksiyonu Vi

< v, Covy >

CABV = Var (YJ) = ||y||2 N }\‘”DZ’YHZ

seklinde belirtilen Cezali Ana Bilesen Varyansini,

s y(t)? dt+ 2 j (D? vy (1))*dt =1
kisiti altinda maksimize eder ve Onceki tahminlenen bilesenlerle ortogonalligin modifiye

edilmis sekli

[ 7 vo@ dt+r | ©,0) @ v, 0)dt=0,  j=m
ifadesiyle temsil edilir.

Pratikte genellestirilmis 6zdeger — 0zfonksiyon problemi Klasik Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizinde oldugu gibi uygun bir baz fonksiyon yaklasimi ile calisilarak daha
kolaylikla ¢ozimlenebilir.

J klasik Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde oldugu gibi (KxK) boyutlu bir matris

ve K, elemanlar  (D’y;,D%,) olan (KxK) boyutlu bir matris olmak izere,

Dizgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinde amag¢, ana bilesen agirhk

fonksiyonu (6zfonksiyon),

Y(t)=i b, 8, (1) = 87(t) b iken,
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j y(t)zdt+xj (D*vy (1))?dt = b (J+rK)b=1 (3.26)
kisiti altinda,
[[v(s)Cov(s, tyy(t)dsdt = b Cov(C) J b (3.27)

seklindeki kuadratik formun maksimize edilmesidir. Bu maksimizasyon slreci asagidaki
algoritma ile 6zetlenebilir:
Algoritma
1) Yukaridaki denklemi ¢cdzmek icin birinci adim olarak L'L = (J+ A K) esitligini
saglayacak bir L matrisi bulmak amaciyla Cholesky ayrisimi kullantlir. Burada L (st

ucgen matristir.

2) Ikinciadimda b"(J+AK)b =u'u olacak bicimde u=Lb tanimlamasi yapilir.
Boylece u, ((L™)"JCov(C)JL?) matrisinin 6zvektéridir. u birim uzunluga
sahip olacak bicimde normalize edilir, boylece u 6zvektrii u'u=1 kisiti altinda,
((L*u )" JCov(C)JIL*u ) yi maksimize eder.

3) b = L"u ters doniisimi hesaplanir. Burada b diizgiinlestirilmis fonksiyonel ana

bilesen agirlik fonksiyonunun baz katsayi vektoridur.
K

4) Son olarak dordiinct adimda y(t) = z b, 0, () = 07 b dogrusal
k=1

kombinasyonu aracihigi ile ana bilesen agirlik fonksiyonlari elde edilir.

Duzgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinin baz fonksiyon yaklasimi ile
ilgili ayrintih bilgi icin Ramsay ve Silverman (1997; 116-118), Ramsay ve Silverman
(2002; 37-38), Ramsay ve Silverman (2005; 181-182) Benko (2004), Yamanishi (2004), Yao
ve Lee (2006) calismalarina basvurulabilir.

Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizinin uygulama alanlari bilgisayar algoritmalarinin
gelisimi ile blylk bir artig gostermistir. Rao (1958) buyime egrileri ile ilgili uygulamalarda
Fonksiyonel Ana Bilesenler ile ilgili oncul fikirleri gelistirmistir. Tipta DNA genlerinden
kaynaklanan egriler setinin analizi bu setteki degisimin temel modlarini gésteren Fonksiyonel
Ana Bilesenler Analizi kullanilarak uygulanabilir. Benzer degisimler gdsteren genler bir
araya toplanir ve gen profillerinin karakteristik parametreleri 6zetlenir(Barra, 2004). Tip
biliminde Ana Bilesenler Analizinin uygulandigi daha birgok benzer calisma
bulunmaktadir(Zhang, 1999; Miler, 2005). Kaliforniya da ozon seviyeleri ile ilgili bir

calisma yapilmis, 47 hafta icin ginlik maksimum ozon seviyeleri ile ilgili veriler
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toplanmigtir. Burada 47 hafta igin tum veriler tamdir, bu ¢alismada kayip verileri interpole
etmeye calismak yerine sadece tum verileri eksiksiz olan haftalar dikkate alinmistir ve
uygulanan Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi sonucunda ozon seviyeleri arasindaki
degisimin temel modlarinin buyuk oranda iki temel bilesence agiklanabildigi gorilmustir. Bu
degisim modlarindan ilki yaz aylarindaki mevsimsel degisim, ikincisi ise bazi belirli
haftalardan kaynaklanan degisim olarak aciklanabilir(Jones ve Rice, 1992). Dinyada
internetin hizla yayilmasiyla internetten toplanan verilere Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi
uygulamalari da hizla yayilmaya baslamistir. Hyde vd. (2006)’nin yaptigl bir arastirmada
internette yapilan agik arttirmalar icin ana bilesenleri kullanarak zamana karsi fiyat artirma
faaliyetlerinin nasil degistigine karar vermeye calisiimistir. Bu c¢alisma iki taninmis saat
markasi icin yapilmistir. Ayrica fonksiyonel veri analizinin ¢zelliklerinden biri olarak acik
artirma suresince hiz ve ivme de arastiriimistir. Bu ¢alismadan sonra benzer bir ¢alisma Jank
ve Shmueli (2006) tarafindan da gerceklestirilmistir. Kriminilojide yapilan bir arastirmada da
poliste kaydi bulunan 11 ile 35 yas arasindaki 413 suclunun zamana kars! isledikleri sug
faaliyetleri ele alinarak Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ile su¢ faaliyetlerinin bir
siniflandiriimasina gidilmistir(Ramsay & Silverman, 2002). Bir baska uygulama olarak da 35
Kanada hava istasyonundan alinan sicaklik verilerine Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi
uygulanarak sicakliklardaki degisimlerin temel nedenleri aciklanmaya calisiimistir
(Silverman, 1995; Ramsay ve Silverman, 1997: 85-109). Bu calismanin benzeri ve biraz daha
gelismisi 50 Japonya hava istasyonundan alinan veriler icin uygulanmistir(Yamanishi, 2004).
Bir baska calismada ise Nordic elektrik pazarindaki finansal sozlesmelere Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizi uygulanmasi ile ilgili 6rnekler verilmistir(Lillestol & Ollmar, 2003).

Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi icin klasik referans Besse ve Ramsay (1986),
Castro v.d.(1986), Ramsay ve Dalzell (1991) , Ramsay ve Silverman (1997) ve Ramsay ve
Silverman(2005) dir.

4.Uygulama

4.1. Amag: Bu arastirmanin amaci, istanbul Menkul Kiymetler Borsasinda islem
goren 13 hisse senedinin 408 ayrik noktada gozlenen kapanis fiyatlarinin éncelikle B-Splayn
Baz Fonksiyonlar ve Puruzlii Ceza Yaklasimini kullanarak bir diger deyisle bu iki yaklasimin
birlikte kullaniimasi olarak adlandirilan Splayn Dizglnlestirme Yontemi ile strekli ve

tirevlenebilir fonksiyonlar haline dénustirtlmesinin incelenmesidir. Daha sonra da veriler
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arasindaki yani ilgilenilen zaman arahginda hisse senetlerinin bireysel fonksiyonlari
arasindaki degiskenlik yapisini ortaya koymak (zere Dizgulnlestirilmis Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizinden faydalaniimistir.

Bu amacla 97 yilinin Temmuz ayindan baslayarak 2005 yilinin Aralik ayinin sonuna
kadar Cuma giunii kapanis fiyatlari, sirketlerin bilesik endeksi (IMKB 100 endeksi)
olusturmadaki agirliklari goz onunde bulundurularak belirlenen 13 sirket igin ele alinmistir.
Bu sirketler, Akbank (AKBNK), Garanti Bankasi (GARAN), is Bankasi C (ISCTR),
Finansbank (FINBN), Sabanci Holding (SAHOL), Kog¢ Holding (KCHOL), Dogan Holding
(DOHOL), Tupras (TUPRS), Eregli Demir Celik (EREGL), Turk Hava Yollar1 (THYAO),
Aksigorta (AKGRT), Anadolu Sigorta (ANSGR) ve son olarak da Akcansa (AKCNS)
seklindedir.

4.2. Yontem: Oncelikle 11.07.1997 ile 30.12.2005 tarihleri arasinda yukarida
belirtilen 13 hisse senedinin 408 ayrik noktada go6zlenen kapanis fiyatlari Splayn
Dizglnlestirme YoOntemi ile surekli bir fonksiyon haline donisttralmis ve oncelikle
olusturulan bu 13 farkh fonksiyon ve ortalama fonksiyonu elde edilerek bunlarin degisim
yapilari incelenmistir. Bu c¢alismada baz fonksiyon sayisi degerlendirme noktalarindan daha
fazladir, bu durumda egrinin inis ¢ikisint minimize eden ve purazlilik Gzerinde sirekli bir
kontrol saglayan Puruzli Ceza YoOntemi her bir fonksiyonu tahminlemede kullaniimistir.
Daha sonra bu 408 tane degiskene (burada ginler olarak ele alinmistir) ait kovaryans
yuzeyleri olusturulmus ve Plrizli Ceza Yontemi ile tahminlenen Kkatsayilara
Duzgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi uygulanarak tim fonksiyonlar birlikte
ele alindiginda gozlemlenebilmesi ve algilanabilmesi gl¢ olan fonksiyonlar arasindaki
degisim ortaya konulmaya calisilmistir. Bu ¢alismada incelenen verilere (izerinde durulan
yontemlerin uygulanabilmesi amaciyla MATLAB 7.0 paket programi kullantimistir.

4.3. Analiz ve Bulgular: Uygulamada birinci adim B-Splayn baz fonksiyonlari

olusturmaktir. Olusturulan 410 tane B-Splayn baz fonksiyon Sekil (4.1) de verilmektedir.
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Sekil(4.1): 410 elemanli B-Splayn Baz Fonksiyonlar Seti

Bu calismada,

A=10"[tr (B"B)/trR]
formalt ile dizglnlestirme parametresi belirlenmistir. Buradan duzgunlestirme
parametresinin degeri, A=10" x 0.1769 olarak elde edilmistir. ikinci adimda her bir sirketin
genel seyrini nokta isaretlemelere nazaran (kesikli verilere nazaran) ¢ok daha belirgin bir
sekilde gosteren ve ayni zamanda turevlerinin de incelenebilmesini mumkin kilan 13 tane

bireysel fonksiyon elde edilerek bunlar Sekil (4.2) de verilmistir.
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Sekil(4.2): 13 Bireysel Fonksiyon

Yukaridaki ¢izimden de anlasilacagi gibi bircok fonksiyonun bireysel davranisi diger
fonksiyonlarin arasinda kaybolmustur. Sekilde en rahat Tlpras ve Tirk Hava Yolllar
sirketlerinin seyri belirgin bir sekilde gorilmektedir ki bunlar diger hisse senetlerine gore
kapanis fiyatlari acisindan daha yiksek seviyede seyretmektedirler. Bu sirketlerin islem
gordugt fiyatlar da diger sirketlerin fiyatlarina yakin olsaydi, bunlarin fonksiyonlari da diger
fonksiyonlarin arasinda yer alacakti ve her zaman Karsilasilan genel bir zorluk olan
yorumlama guglikleri bu sirketler icin de gegerli olacakti. Burada ortalama fonksiyonu
belirgin olmasi acisindan digerlerine gore daha kalin olarak cizilmistir. Sekilden, incelenen
sirket sayisi arttikca gorselligin iyice karmasik bir hale gelecegi, fonksiyonlarin bireysel
davranislarinin digerlerinin arasinda kaybolacagi ve bu nedenle de fonksiyonlarin bireysel ve
genel seyirleri hakkinda bilgi edinilmesinin zorlasacagl agikga gorulmektedir. Verilen
sekilde, 1-25 gunleri arasi 1997 yilina, 26-72 gunleri arasi 1998 yilina, 73-117 ginleri arasi
1999 yilina, 118-165 ginleri arasi 2000 yilina, 166-216 ginleri arasi 2001 yilina, 217-264
gunleri arasi 2002 yilina, 265-313 gunleri arasi 2003 yilina, 314 - 361 glnleri arasi 2004
yilina ve son olarak da 362- 408 gunleri arasi 2005 yilina karsilik gelmektedir.
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Ayrica elde ettigimiz bu fonksiyonlar, bir diger deyisle Kibik Splaynlar sayesinde
birinci ve ikinci turev fonksiyonlari da incelenebilir hale gelmektedir. Incelenen sirketler
icerisinden ornegin Tlpras ele alindiginda fonksiyonun tek basina grafigi Sekil (4.3) ile

verildigi bigimdedir.

20 -
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Sekil (4.3) : Tipras’in TUmgij(nllelrar Itibariyle Grafigi
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Sekil (4.4) : Tupras’in Birinci Tlrev Fonksiyonu

Tupras’in birinci tirev fonksiyonu da Sekil (4.4) de verilmektedir. Zamana gore
birinci tlrev kapanis fiyatlarinin artis ya da azalis hizini vermektedir. Bazi zaman araliklari
icin asil fonksiyonda fark edilmesi oldukca gii¢ olan inis ve ¢ikiglar, tirevin ozelliginden
dolayi, tlrev fonksiyonlari incelendiginde daha rahatlikla gorulebilmektedir. Sekil (4.4) ele
alindiginda tirevlerin negatif ve pozitif oldugu bolgeler, bir diger deyisle fonksiyonun artan
ve azalan oldugu bolgeler ile turev fonksiyonunun sifir degerini aldigi maksimum, minimum
noktalar rahatlikla g6zlemlenebilmektedir. Ani inis ve ¢ikislarin guci de turev fonksiyonunda
daha rahathkla yakalanabilmektedir. Ornegin 26 Kasim 1999 da 113. gin civarindaki inis,
fonksiyondan da gorulebilmesine karsin 8 Subat 2002 ye Kkarsilik gelen 221. gun civarindaki
ani inis tlrev fonksiyonunda daha net gorilebilmekte ve bu iki inisin boyutu orijine gére daha
rahathkla kiyaslanabilmektedir. ~ Arzu edildgi takdirde Kibik Splaynin ikinci turev
fonksiyonu da incelenebilir.

Kovaryans fonksiyonu farkli s ve t degerleri icin g6zlemlerin bagimlilik durumunu

Ozetler ve tuim s ve t degerleri igin,

Cov(s, t ):ﬁz,{xi s)-xe)fx, (0-%(V)}  ste[ab] (4.1)
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seklindedir. Cov(s,t) fonksiyonu igin literatiirde ayni anlamda olmak uzere v(s,t) ifadesi de
kullanilabilmektedir.

Covy(s,t) bir varyans-kovaryans yizeyi tanimlar. Bu yuzeyin yuksekligi, zamanin
(veya ilgili degiskenin) her bir noktasinda egrilerin degiskenligini gosterir ve Dbirlikte
degisiminin olgusind verir. Sekil (4.5) ile Purtzli Ceza Yontemine gore dizgunlestirilmis

kovaryans yuzeyi verilmektedir.

Sekil(4.5): Kovaryans Yuzeyi

Bu kovaryans yiizeyi 408 ayrik noktada 13 birey icin inceleme yapildigindan dolayi
oldukga karmasiklasmis ve gozlemlerin birlikte degisimleri g6zlemlenemez ve agiklanamaz
hale gelmistir.  Yuzey UGzerinde higbir yikseklik neredeyse tanimlanamaz haldedir.
Kovaryans yizeyi incelendiginde fonksiyonlar arasindaki degisimin belirlenmesinin oldukca
gic hatta bu uygulama verileri igin neredeyse imkansiz oldugu gorilmis ve bu karmasik
yapinin yorumlanmasini mimkin kilabilmek igin ana bilesen fonksiyonlari elde edilerek
bunlarin yorumlanmasi yoluna gidilmistir. Elde edilen birinci ana bilesen fonksiyonu
Sekil(4.6) ile verilmektedir.
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012 T T T T T T T

0.1r S

0.08 |- -

0.06 - -

0.04 - B

0.02 |- -

Merkezlenmis Degiskenler Icin Harmonikler

L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400
gunler

Sekil(4.6) : Birinci Ana Bilesen Fonksiyonu

En yuksek degiskenligi veren bu ana bilesen fonksiyonu incelendiginde, ardisik inigler
ve cikislar birbirini izleyen iki sans degiskeni (burada gun) arasindaki kovaryansin yoni
tarafindan belirlenir. Bu artis yada azalislarin uzunlugu da kovaryansin mutlak degeri
tarafindan belirlenir, ardisik olarak ters iliski varsa fonksiyon sifira gére pozisyon degistirir.
Ayrica sifirdan y ekseni boyutundaki mutlak uzakliklar degiskenin varyansiyla dogrudan
iligkilidir.  Cauchy — Schwarz esitsizligi geregi, ardisik degiskenlerin varyanslarinin
yuksekligi bunlar arasindaki kovaryansin yiiksek bir deger alabilmesini mimkin kilmaktadir.
Burada sekilden de anlasildigi gibi fonksiyon sifirin Gzerinde seyrettigi icin tum ardisik
kovaryans degerleri pozitiftir.  Fonksiyonda sifirdan mutlak uzakliklar varyanslar ile
dogrudan orantili olduguna gore, bu sekilden 6zellikle 2000 yilinin Ocak ayinin ilk yarisinda
(07.01.2000 tarihi 118.gline karsilik gelmektedir) ve 360inci giinden bir diger deyisle 2005
yilindan itibaren sirketlerin fiyatlarinin degiskenliginde bir artis oldugu ve zaman noktalarinin
ardisik olarak birbirleriyle pozitif bir korelasyona sahip oldugu goézlemlenebilmektedir.

Goruldigt gibi verilen kovaryans yiizeyi ve ana bilesen fonksiyonu kiyaslandiginda ana
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bilesen fonksiyonu ¢ok daha rahatlikla yorumlanabildigi agiktir. Tum bunlara ilaveten birinci
ana bilesen fonksiyonu %81 gibi yiksek bir degiskenlik agiklama yiizdesine sahiptir.

Ana bilesen fonksiyonu incelendikten sonra 6zellikle bu  fonksiyonun
yorumlanmasinin gi¢ oldugu durumlarda alternatif yardimci yontem olarak kullanilan ana
bilesen skorlari Tablo (4.1) de ve bunlarin dagilimi Sekil (4.7) de verilmektedir.

Tablo (4.1): Ana Bilesen Skorlari
Ana Bilesen 1 Ana Bilesen 2

Tupras 109.2795 -36.0090
Akbank -4.8971 -14.5288
Akcansa -13.0615 -3.6060
AkSigorta -8.2390 -6.0059
Anadolu Sigorta -45.9984 3.8401
Dogan Holding -25.5378 10.4437
Eregli Demir C. -10.9511 -9.6925
Finansbank -45.8305 -4.6457
Garanti Bankas! -37.6974 -0.0672
Is Bankasi C 5.2674 -2.5818
Ko¢ Holding 5.0913 8.6581
Sabanci Hol. -1.7828 2.2484
Turk Hava Yol. 74.3574 51.9466
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Sekil(4.7): Ana Bilesen Skorlarinin Dagilimi

Ana Bilesen Skorlari 6zellikle %81 varyans agiklama giiciine sahip birinci ana bilesen
acisindan incelendiginde Tirk Hava Yollari ve Tipras sirketlerinin digerlerine oranla farkl
bir davranis sergiledikleri gortlmuistir. Bunlar sapan gdzlem olarak da adlandirilabilir.
Digerlerine oranla ana bilesen skorlari agisindan daha yuksek deger tasimaktadirlar. Bunun
nedeni fiyatlarinin diger sirketlere oranla tim yillar boyunca ayrica degiskenliklerin yuksek
oldugu zaman araliklari da dahil olmak Gzere daha yliksek seviyede seyretmesidir.

Son olarak da yine ana bilesen fonksiyonunun yorumlama gug¢liigti oldugu durumlarda
ana bilesen fonksiyonunun yorumlanmasina yardimci olmasi agisindan ortalama fonksiyonu
ile ana bilesen fonksiyonunun bir carpaninin karsilastiriimasi ele alinmistir. Ortalama
fonksiyonu incelendiginde bu calismada dikkate alinan IMKB-30 endeksine dahil yiiksek
agirhkh 13 tane sirketin fiyatlarindaki artis yada azalislarin genel olarak biytk 6l¢iide bu
fonksiyon tarafindan yansitildigi gézlemlenmektedir. + ve — noktalar ortalama fonksiyonuna
sirastyla ana bilesen fonksiyonunun bir carpaninin eklenmesinin ve ¢ikariimasinin etkilerini
gostermektedir. Sekil (4.8) ile verilen bu karsilastirma ile ana bilesen fonksiyonuna benzer
sekilde baslarda ortalama fonksiyonundan sapmalarin daha dusik oldugu ve ana bilesen

fonksiyonunda oldugu gibi 6zellikle 2000 yilinin Ocak ayinin baslarinda ve 2005 yilindan
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itibaren ortalamalardan sapmalarda bir diger deyisle sirketlerin fiyatlarinin degiskenliginde

bir artis oldugu gorilmastar.

Birinci Ana Bilesen Fonksiyonu (Degiskenlik Aciklama Yuzdesi %81)
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Sekil (4.8) : Ana Bilesen ve Ortalama Fonksiyonu Karsilastirmasi

5. Tartisma ve Sonug

Gunumuzde hizla ilerleyen teknolojik gelismeler sayesinde artik cogu durumda klasik ¢cok
degiskenli istatistiksel yontemler elde edilen verileri analiz etmek icin yetersiz kalmaya
baslamistir. Bu c¢alismada da incelenen gozlem noktasi sayisi arastirmaya alinan sirket
sayisindan buyuk oldugu, bir diger deyisle, 6rnek hacmi degisken sayisindan kugtk oldugu
icin standart Cok Degiskenli Ana Bilesenler Analizi uygulanamaz. Gozlemler ilgilenilen veri
araligl genisledikge bir say1 dizisi olarak gortilmektense, zamanin veya yakin ilgili degiskenin
bir fonksiyonu olarak gorilmeye baslanmistir. Bu amagla bu ¢alismada, 6zellikle Ramsay ve
Silverman (1997) den sonra bir ivme kazanan ve fonksiyonel veriler icin geleneksel veri
analizlerinin bir uzantisi olan Fonksiyonel Veri Analizi tanitilmaya calisilmistir. Fonksiyonel
Veri Analizinde 6zellikle bilgisayar uygulamalari ve sayisal istikrar saglamasi agisindan
uygulamalarda sik¢a tercih edilen bir yaklasim olan Baz Fonksiyon Yaklasimi ve bu
yaklagimdan B-Splaynlar arastirmacilara yardimci olmasi agisindan detaylarn ile

aciklanmistir. Fonksiyonel Veri Analizi Yontemleri olarak giinimiize kadar olan calismalarin
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cogu Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi, Fonksiyonel Dogrusal Modeller, Fonksiyonel
Kanonik Korelasyon ve Diskriminant Analizini icermektedir. Bu ¢alismada Fonksiyonel Veri
Analizi i¢in anahtar teknik olan ve incelenen olaylarin sayisi arttikca sistemde bulunmasi
beklenen veya arastirici acgisindan sirpriz olarak nitelendirilebilecek durumlari ortaya
cikarmadaki yetenegi ile gogu uygulayicinin can kurtarani olarak kullanilan Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizi, Duzgunlestirilmis Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ve bu analizlerde
baz fonksiyon yaklasimi ele alinmistir. Baz fonksiyon yaklasimlarinin ve dolayisiyla da
analizlerin anlasiimasina ve bilgisayar algoritmalarinin olusturulmasinda arastirmacilara
yardimci olmasi amaciyla gerekli algoritmalar olusturulmustur.

Fonksiyonel Veri Analizinin gittikge Oneminin artmasinin nedenleri, 6nceden de
bahsedildigi Uzere gittikce ilerleyen teknolojiyle birlikte elde edilen verilerin analizi igin
gerekli yontemlerin yetersiz kalmasi, Fonksiyonel Veri Analizinin interpolasyon ile diizensiz
orneklenen fonksiyonlarla ve kayip verilerle ugrasilmasina imkan vermesi ve duzgtnlestirme
ile olusturulan fonksiyonlarin tirevlerinin de incelenebilmesi gibi gorsel olarak da ¢ogu
konuda arastirmacilara yardimci olmasi ve bu acidan veri analizine yeni bir bakis agis
getirmesidir. Fonksiyonel Veri Analizinde 0zellikle Ana Bilesenler Analizinde esas olan
gorselliktir.  Fonksiyonel Ana Bilesenler Analizi ve Duizgulnlestirilmis Fonksiyonel Ana
Bilesenler Analizi ile Klasik Ana Bilesenler Analizi karsilastirildiginda, Klasik Ana
Bilesenler Analizinin veri yapisi nedeniyle uygulanmasinin uygun olmadigi durumlar
haricinde bu iki yontem arasindaki temel fark, bireylere ait fonksiyonlar, ortalama
fonksiyonu, kovaryans yizeyleri, ana bilesen fonksiyonlari ve elde edilen fonksiyonlarin
tirevlerinin gorsel olarak da incelenebilmesi ve bir ¢ok goérinmeyeni ortaya ¢ikarmadaki
yetenegidir.

Bu calismada uygulama olarak IMKB verileri ele alinmistir. IMKB de gerceklesen
veriler anlik olarak elektronik ortamda saklandigindan ve glvenilirlik sorunu olmadigindan,
ayrica arastirma icin uygun gorilen zaman araligindaki verilere ulastimasi muamkin
oldugundan tercih edilmistir. Bilindigi gibi IMKB de sirketlere veya endekslere ait fiyat
zaman grafikleri ele alinan zaman periyodu icin [saat, gin, hafta, ay] kesikli verilere dayall
olarak grafikler olusturularak arastirictya veya ilgiliye sunulmaktadir. Dogal olarak bu
fonksiyonlarin herhangi bir sekilde tirev yapilari matematiksel olarak incelenemez, ¢unki
elimizde gercek bir matematiksel fonksiyon yoktur. Bu yaklasim ile istenilen dereceden

tirevlenebilir matematiksel fonksiyonlarin ( Splaynlar) olusturulmasi mimkin olmaktadir.
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Uygulamada, IMKB 100 endeksine dahil oni¢ tane sirketin Cuma guinleri igin haftalik
kapanis fiyatlari ele alinmistir. Bu sirketlerden Tipras’in tirev fonksiyonu da elde edilerek
incelenmistir.  Tirev fonksiyonunun incelenmesi ile bireysel fonksiyonlarda gozlenmesi
oldukea gii¢ olan ¢ok kucuk inis ¢ikislarin bile rahatlikla yakalanabildigi, turevlerin negatif ve
pozitif oldugu bolgeler ile tirev fonksiyonunun sifir degerini aldigi asil fonksiyonun
maksimum ve minimum noktalari gérsel olarak rahathkla gézlemlenebilmektedir. Ayrica
kapanis fiyatlarinin ana bilesen fonksiyonlarinin incelenmesi ile fonksiyonlarin
goérunuminden ve kovaryans yiizeyinden ortaya ¢ikariimasi oldukga gii¢ olan zaman noktalar
arasindaki degisim ortaya konulmus ve bunun altindaki teorik yapi da belirtilmistir.
Incelenen 13 sirket icin 6zellikle 2000 yilinin baslarinda ve 360 inci giinden bir diger deyisle
2005 yilindan itibaren fiyatlarin degiskenliginde bir artis oldugu ve zaman noktalarinin

ardisik olarak birbirleriyle pozitif bir korelasyona sahip oldugu sonucuna ulastimistir.
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