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ÖZET 
Kaotik sistemlerin iterasyonlu yaps ile Markov zincirlerindeki bir durumdan di er 
duruma geçi  hali arasnda matematiksel açdan benzerlikler bulunmaktadr. Bu benzerlik, 
Markov zincirlerinin kaotik davran  sergileyebilece i belirli durumlarn var olabilece ini 
göstermektedir. Kaos için gereken ko ullardan en önemlisi do rusal olmayan bir 
fonksiyonun var olmasdr, fakat markov zincirilerindeki geçi  matrisinde yeralan 
do rusallk kaosa imkan vermemektedir.  
 
Bu makalede, iki boyutlu bir kaotik harita, Markov zinciri ko ullarn sa layacak ekilde 
uyarlanm  ve hala kaotik davran  gösterip göstermedi i incelenmi tir. Kaotik yaplar için 
çizilen bifurkasyon diyagram Markov zincirlerine uyarlanan yeni harita için çizilmi  ve 
benzer kaotik davran n saptanm tr. Ayrca ba langç de erlerince çok küçük oynamalar 
yaplarak, iterasyonlar ilerledikçe bu önemsiz oynamalarn ileride nasl büyük hatalara yol 
açabilece i görülmü tür. 
 
Anahtar sözcükler: Markov zincirleri, Kaos teorisi, Hénon haritas 

 
CHAOTIC MARKOV CHAINS 

 
ABSTRACT 
The iterative structure of chaotic systems and transitive states of Markov chains has 
mathematical similarity. This similarity shows that under particular circumstances, Markov 
chains can display chaotic behavior. The most important condition that is required for 
chaos is existence of a nonlinear function, whereas the linearity situated in the transition 
matrix of the Markov chains makes chaos impossible. 
 
In this paper, a two dimensional chaotic map is modified to satisfy the initial conditions of 
Markov chain, and investigated for survival of chaotic behavior. The bifurcation diagram, 
which is used for displaying chaotic structures, is illustrated for the new map and same 
chaotic behavior is determined. Additionally, by making negligible changes on initial 
conditions, it is seen that bigger errors are appeared after iterations. 
 
Keywords: Markov chains, Chaos theory, Hénon Map 
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G R  
 
Kaos kavram karma klk ve düzensizli i ça r trsa da bilimsel olarak sadece bu 
kavramlardan olu mamaktadr. Kaos, sistemlerde zamanla meydana gelen beklenmeyen 
de i imleri açklama konusunda önemli bir yer te kil eder. Bu sistemlere hava durumu, 
borsa endeksi, yiyecek fiyatlar, hayvan populasyonlar gibi zamana ba l de i imler 
içeren, kronolojik sral eleman gruplar örnek gösterilebilir. Buradan da anla laca  gibi 
Kaos teorisinin temel konular de i im, zaman ve düzensizliktir (Williams, 1997). 
 
Kaos teorisinde de i kenler zaman açsndan iterasyonlarla birbilerine ba mldr. Di er 
bir deyi le, bir de i ken ardndan gelen de i kenleri etkilemektedir. Modern olaslk 
teorisinde bu ba mllk Markov Zincirleri ile açklanmaktadr (Durrett, 1996). Markov 
zincirleri bir durumdan di er durumlara geçi  ve ayn durumda kal  olaslklarn 
göstermektedir. Bu yöntem sayesinde istenen zaman için mevcut durumlarn olaslklar 
hesaplanabilmekte ve belirli bir zaman aral nda durumlarn beklenen de erleri 
bulunabilmektedir (Meyn ve Tweedie, 2005). 
 
Kaos teorisi ve Markov zinciri kavramlar zaman ve de i im açlarndan kesi mektedir ve 
�Kaotik Markov Zinciri� kavram ortaya çkmaktadr. T.D. Frank makalelerinde kaotik 
markov zincirlerini teorik olarak tanmlam  (2008) ve Lojistik Haritas ile Markov 
zincirlerini birle tirmi tir (2009).  Ayrca MacKernan ve Basios, dü ük boyutlu kaotik 
markov zincirleri hakknda teorik çal malar yapm lardr (2009). Bu çal mada ise kaotik 
oldu u bilinen Hénon haritasnn Markov Zincirleri ko ullarnda geçerli olabilece i ortaya 
konulmaya çal lm tr. T.D. Frank (2008, 2009) Langevin denklemi ile lineer olmayan 
fokker-planck denklemleri aracl yla markov süreçlerinin kaotik olup olmad n 
göstermeye çal m tr. MacKernan ve Basios(2009) ise kulland  teknikler aracl yla 
herhangi bir markov haritas için matris reprezentasyonu ortaya koymu tur. Söz konusu 
çal malarda markov zincirlerinden hareketle kaotik durum olu up olu mad n 
incelemi tir. Bu çal mada ise kaotik bir fonksiyondan hareketle markov zincirlerinin 
kaotik oldu u ortaya konulmaya çal lm tr. 
 
Bu makaleye konu olan çal ma iki boyutlu bir kaotik harita ile Markov zincirlerinin 
birle tirilmesinde teorik altyapy kurmak amaçlanmaktadr.  
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1. MARKOV Z NC RLER  
 

Markov zinciri yöntemi 1907 ylnda A.A.Markov tarafndan geli tirilmi tir. Bu yöntemde 
bütün olabilecek olaylar, durumlarla ifade edilmektedir. Olas durumlar bir durum 
kümesinde toplanm tr },......,{ 21 rsssS   ve süreç bir durumdan ba layarak ardarda di er 
durumlara geçer (Grinstead, 1998).  
 
E er zincir si durumunda ise sj durumuna geçmesi pij olasl  ile gösterilir. Kendi 
durumunda kalmas ise pii olasl  ile muhtemeldir. Bütün bu geçi  durumlar bir matris ile 
özetlenebilir ve bu matrise geçi  olaslklar matrisi ya da ksaca geçi  matrisi ad 
verilmektedir. 
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pij  olaslklar genellikle geçmi  deneyimlerle belirlenmektedir. Markov zinciri 
yönetiminin 4 adet varsaym vardr (Timor, 2001). Bu varsaymlar; 
 
1. Durumlar sonludur. 
2. Durum says sabittir. 
3. Gelecekteki durum de i imi zaman içinde sabittir. 
4. Gelecekteki durumlarn olasl , önceki duruma ba ldr. 
 
Bir geçi  matrisinin elemanlar, matrisin herhangi bir derecesi için her zaman pozitif 
de erlere sahipse düzenli Markov zinciri olarak adlandrlr (Grinstead, 1998). Buradan 
hareketle denilebilir ki bir n pozitif tamsays için An matrisinin tüm elemanlar 0�dan 
büyük olacak ve nihayetinde A matrisi düzenli markov zinciri olarak adlandrlabilecektir. 
Düzenli markov zincirlerinde denge ko ulundan söz edilebilir. 
 
E er A düzenli ise An bir Q matrisine yakla r. 



rrr qqq

qqq
qqq

Q

...
............

...

...

222

111

             (2) 

Bu noktada  
1...21  rqqq             (3) 

olmaktadr. Bu denge ko ulunda n+1 nolu denemede matris de i memekte ve denge 
durumunda kalmaktadr. Herhangi bir olaslk vektörü v ile An matrisinin çarpm q denge 
durumu vektörüne yaknsamaktadr. 

 r
n qqqqvA ...21           (4) 

Bu durum; 
qAn=q             (5) 
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olarak gösterilebilir. A geçi  matrisinin özvektörü q vektörü ve A matrisinin özde eri 1 
olmaktadr (Philippe, Saad ve Stewart, 1992). Denge durumundan, belirli bir deneme 
süresince durumlarn beklenen de erlerine ula labilir. Markov analizinde kullanlacak 
olan geçi  matrisi ve ba langç vektörünün de erlerinin sa lamas gereken önko ullar 
vardr; 
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Aij geçi  matrisi her durum için bir satr ve bir sütun ta yaca ndan kare olmaldr 
(Tamara, Tapia ve Papakonstantinou, 2000). Aij geçi  matrisinde bütün i�ler için  

10
1

r

j
ijp             (7) 

olmaldr. Bir satrn olaslk toplamlar 0�dan küçük olamaz ve 1�i geçemez. Ayrca bütün 
i ve j ler için 

10 ijp             (8) 
zorunlulu u vardr. Bir durumdan ba ka bir duruma geçme olasl  0�dan küçük 1�den 
büyük olamaz. Ba langç vektörü v0 için de ayn ko ullar sa lanmaldr. 

 rvvvv ...21
0             (9) 

Bütün i�ler için 10
1

0
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i
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ve, 10 0
iv           (11) 

Bu çal mada kullanlan homojen düzenli iki-durumlu Markov zinciri analizinde ise geçi   
ihtimallerinin ve ba langç vektörünün elemanlarnn toplam 1�dir (Norris, 1997) 

Bütün i�ler için 1
1




r

j
ijp         (12) 

ve, 1
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i
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2. KAOS TEOR S  
 

Kaos ismi Britanika Ansiklopedisi�ne göre Yunanca bir kelime olan � o � kelimesinden 
türemi tir ve �her eyden önce varolan sonsuz bo luk� anlamna gelmektedir. E.N.Lorenz 
birinci dereceden 3 bilinmeyenli do rusal olmayan bir denklem kümesinin garip 
davran lar sergiledi ini ke fetmi tir (1963). Lorenz haritas diye literatürde yer alan 
denklemlerle kaosu �ilk ko ullara hassas ba llk fenomeni� olarak tanmlam tr. Di er 
bir yakla m ise Kellert�in spesifik kaos tanmdr (1993). Kellert kaosu, �iki ba langç 
ko ulu çok yakn olan fakat önemli derecede farkl sonuçlar alnan, ilk ko ullara hassas 
olarak ba l bir dinamik sistem� olarak tanmlam tr. Günümüzde ise kaos, düzensiz ve 
karma kl  anlatmakta kullanlmaktadr (Schuster ve Just, 2005). 
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Buradan da görülece i üzere denklemin sa  tarafnda kalan matris Markov Zincirleri�ne 
benzerlik göstermektedir. Bu benzerli i A geçi  matrisi olarak adlandrd mzda a a daki 
ekilde ifade edilebilir; 




01

1 bax
xA n

n          (24) 

A geçi  matrisi  nn yxv   de erleri ile çarpld  zaman Hénon haritasn vermesine 
ra men, Hénon haritas oldu u gibi Markov�a uyarlanamamaktadr. Markov�un temel 
olaslk prensipleri Hénon haritasna eklenerek Markov zincirinin ba langç ko ullarna 
uyulmas sa lanm  ve Markov zincirinde kullanlabilecek yeni bir kaotik harita elde 
edilmi tir. Daha önceki çal malar incelendi inde Markov Zincirleri ile Henon haritas 
arasnda bu ekilde bir ili ki tespit edildi i gözlenmemi tir. 
b=0,3 de erinin kaotik oldu u bilindi inden ve 10 ijp  kstn sa lad ndan b de eri 
de i tirilmemi tir. b=0,3 için p11 ba langç de eri a a daki gibi olmaktadr (12). 

7,011
0

0
11  bax

x
p         (25) 

Fakat a=0 ve x0=1 ba langç de eri için bu e itlik sa lanamaktadr. E itli in sa lanp 
Markov zinciri olu turabilmek için geçi  matrisinin p11 de erine bir c parametresinin 
eklenmesi önerilmektedir. Bu parametre p11 de erini 0,7 de erine e itleyecektir. Eklenen 
bu c parametresinin eklenme sebebi Markov Zincirleri�ndeki olaslk toplamnn 
sa lanmasdr.  

7,01
0

0

 cax
x

         (26) 

0
0

17,0 ax
x

c           (27) 

Bu sayede p11 de eri 0,7�e e itlenmi  olacaktr. c parametresi a ve x0 de erlerine ba ldr.  
a=0 ve x0=1 ba langç de erleri için c=-0,3 olacaktr. Markov zinciri artk a a daki yapy 
alm tr. 
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Yeni harita ise, 
nnnn cxaxyx 

2
1 1         (29) 

nn bxy 1           (30) 
eklini alm tr.  

a parametresini 0 dan 1,5 de erine kadar de i tirerek, a-x bifurkasyon diyagram 
çizilmi tir. c parametresi kaotik yapy bozmam , Markov ba langç kstlarna uyan (13) 
x0=1, y0=0 ba langç de erleri ve b=0,3 için Hénon haritasndaki bifurkasyon diyagramna 
benzer bir diyagram ekil 5�te elde edilmi tir. Bu diyagramda da 4000 iterasyon yaplm , 
3900 ile 4000 aras de erler grafi e i lenmi tir.  
 
Yaplan hesaplamalar neticesinde bu haritay di er Hènon haritasndan farkl klan a=0,4 
noktasna kadar bütün a de erleri için x�in 1 de erine yaknsamasdr. Di er bir deyi le a= 
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Yeni haritada yaplan deneyde 96. iterasyona kadar '
00 xx   hata de eri 0�a yakn olmakla 

bereber, 96. iterasyondan sonra dalgalanma ba lam  ve hatalar büyük rakamlara 
ula m tr. 
Bu ekleme i lemi neticesinde kaotik harita üzerinde sonuç de erlerinin kaymas d nda bir 
de i iklik gözlenmemektedir. Bu de i iklik ise yapnn kaotik durumundan çkmas için 
bir gerekçe olu turmamaktadr. 
 
SONUÇ 
Markov zincirleri ile bir sürecin veya sistemin gelecekteki durumuna ili kin tahminler 
yaplabilmektedir. letmelerde kar la lan baz sorunlar bu özelli i ta maktadr ve 
Markov zincirleri ile modellenebilmektedir. Örne in, riskli alacaklar takibi, döviz 
paritelerinin ve borsa de erlerinin tahmini, ödemeler dengesi gibi i letme ile ilgili konular 
bu gruba girmektedir. letmelerde kar la lan bu gibi sorunlar içinde kaotik davran  
sergileyen veri setlerinin varl nn tespiti halinde Markov zincirinin yetersiz kalma 
ihtimali vardr. Burada bahsedilen �kaotik davran � kavram, i letmelerde kar la lan 
stokastik süreçlerin gelecekteki durumlarnn belirsizli ini ve bilinemezli ini 
göstermemekte, belirsizli inin bilinebilece ini göstermektedir. Di er bir deyi le, bu 
makalede amaç, i letmelerde Markov zinciri ile tahmin edilmek istenen kaotik zaman 
serisinin bir de erinin belirsiz oldu unu kantlamak de il, kaotik sistemler için 
uygulanabilecek bir kaotik markov zinciri modeli ile belirsiz oldu u bilinen veri seti için 
çözüm sunmaktr. 
 
Özetle, bu çal mada kaotik bir Markov zincirinin varl  ara trlm , bir model 
geli tirilmesi amaçlanm tr. Elde edilen bulgular ile a a daki yorumlara ula lm tr: 
 
 Hènon benzeri bir haritann markov ko ullarna uyabilece i ve bu markov 
zincirinin kaotik davran  gösterebilece i gözlenmi tir. 
 Markov zincirlerinin kaotik bir yap gösterebilece i tespit edilmi tir. 
 Varolan haritalarn Markov zincilerinin prensiplerine uyduruldu u takdirde 
yeni haritalar ortaya çkabilece i saptanm tr. 
 Markov zincirlerinin yetersiz kald , beklenen uzun dönem denge ko ullarna 
ula lmad  görüldü ü takdirde, sistemin kaotik özellik gösterip göstermedi ine 
baklmasnn yarar sa layabilece i ortaya çkm tr. 
Bu bilgiler   nda Markov zincirleri ile Kaos teorisinin beraber kullanlabilece i 
gözlemlenmi tir. Di er kaotik haritalarn Markov zincirine uyarlanmas çal malar 
yaplmas, teorik olan bu proje çktlarnn i letmelerde uygulama alanlarnn bulunmas ve 
örneklendirilmesi önerilmektedir. 
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